NUMEROS NATURALES

Llamaremos conjunto inductivo a cualquier conjunto M que cumple con:
1. a. M=+¢
b. xeM=>x+1eM

Llamaremos niimeros naturales al menor conjunto inductivo, es decir, N es un conjunto que
posee sucesor y ademas tiene un comienzo que llamaremos 1.

INDUCCION

Si queremos probar una propiedad p en todos los nimeros naturales (N), un metédo til esla
induccion que consiste en probar dos cosas:

Primero: p(n) (paraagun n)

en caso que se pruebe paratodoN; n = 1

Segundo: probar que Vk € N s p(k) se verifica, entonces p(k + 1) tambien.

(Vk € N : p(k) = p(k+ 1))
Observaciones:
1. Paraprobar una propiedad general p(n) es siempre imprescindible probar |las dos etapas.

2. Enlasegunda etapa se debe suponer cierto p(k) (hipotésis) y se quiere probar p(k + 1) (tésis).
Para probar latésis es necesario ocupar de alglin modo la hipétesis.

Ejemplo.
Pruebelapropiedad p(n): 1+ 2+ 3+...n = #; Vn € N.
Solucion.
1. PD: p(1)
1(1+1
p@) 1= 2
- p(1) secumple
2. Seak e N ta quep(k) esverdad
PD: p(k+ 1)
p(k) 1 1+2+4. . +k= k(k; D (Hipotesis)
ple+1) : 1424kt (k+ 1) = ¥ 1)(("2+ DD (fesis)
En efecto, podemos ver que:
1+24+3+...+k+(k+1) = k(k_;l) +k+1
K+ k+2(k+1)
B 2
_ kK +3k+2
2
_ (k+1D)(k+2)
= S

- p(k+ 1) secumple

oo plk) = plk+1)
.. Por pasos 1y 2 p(k) esverdad Vk € N.



PROGRESIONES ARITMETICAS (P.A) y P.G.

Diremos que la sucesion esuna P.A. s la diferencia entre dos terminos consecutivos de la
progresion es constante.
Esto quiere decir que al sucesién es dela siguiente forma:

ar=a = a+0d
a=a+d = a+1d
azs=a+d=(a+d)+d = a+2d
asr=az+d=(a+2d)+d = a+3d
ap=ap1+d=(a+n-2)d)y+d = a+n-1)d

Asi lasuma de los primeros n-términos de una P.A. corresponde a:
ai+az+as+...+ap,=a+@+d)+(a+2d)+(a+3d)+...+(a+ (n—1)d)
=na+[1+2+3+...+(n—1)]d

(n—=21)nd
2

%(al +ay)

= na+

Ejemplo 1.
Encontrar los 3 primeros terminos, el 9° termino y la sumade los 10 primeros términos de una
PA.enquea=5yd= 2.
Solucion.
ap=a+m-1)d
ASI'al = 5;a2 = 7;a3 = 9;614 = 11;619 =21
1. y por otrolado Sy = %(al +a,) =5(5+23) = 140



PROGRESIONES GEOMETRICAS (P.G).

LIamaremos progresién geometrica a una sucesion en que larazon o cuociente entre 2 terminos
consecutivos es constante, es decir es una sucesion de laforma:

ay = dad

a2 =d-r

az=az-r=(a-r)-r=ar?

as=az-r=(ar?) -r = ar®

De este modo la suma de |os » primeros terminos de una P.G. corresponde a
a(r"-1)  a(l-r")

r-1  1-r
yaquesS, = a+ar+ar?+...+ar™1yrS, = ar + ar? +... +ar". Sumando ambas tenmos

Sn:

S, —rS, =a-ar"
Sy(l—7r) =a(l-r")
a(l—-r")

R s

Estaformaesvalidasolos r # 1

Ejemplo 0. Si» = 11aP,G. esa,a,a,aylasumas, = na

Ejemplo 1.

Determinar el 5° termino y lasumade los 10 primerosterminosde unaP.G. cona = 3y r = 2
Solucion.

as=a-r*=3.24=148

S10 = 3221 = 3069




PROPIEDADES DE LA SUMATORIA:
Seana, y b, dossucesionesy r,s,t € Nta quer < s < ¢, entonces.

t
i. Zai=Zai+Za,—
i=r i=r

i=s+1

Ejemplo.

9 6 9
PED WD W
j=3 i=3 =7

P +424+524+62+72+82+92=(32+4%2+52+62) + (7> +8%+9?)

N

i. zs:ﬁa,- =B a;conpeRr

Ejemplo.

23 22

D 3i=3)i

=5 =5

3(5) + 3(6) + 3(7) +...43(23) = 3((5+ 6 +...23)
ii. Y a=a(s—r+1)

Ejemplo.
15
D 3=3(15-5+1) = 3(11) = 33
J=5
iv. ) ai+ Y bi= ) (ai+bi)
Ejemplo.
28 28 28
DD k-1=>"1=1(14) = 14
=15 =15 =15
S S+t
V. Zai = Za(i—t)
i=r i=r+t
Ejemplo.

10 6 6
2= =D [+ -HP =3 7
i=5 i=1 i=1
vi. Telescopica.
Z(ai - ai—l) =ds—dr1
Esto se debe a que:

N

Z(ai —aj1) = (ar — ar1) + (ar1 — ay) + (A2 — A1) +... (51 — ag2) + (as — as-1)

i=r

Ejemplo 1.



zw JFT) = 10 - 571 = /B -2
(5 -a) + (J6 - {8) + (JT-6) + (V& - /T) = ({8 - /&) = (JT5 -2)

E]emplo 2.

S -4

1 1 L_L L_L 1 1.1 _ 1,1 _ 1
10 11 "1 12712 13713 14714 15715 6

Ejemplo 3.

10

D (V2i+3-J2i+1) = J23 -3
i=1

i=




FORMULASIMPORTANTES:
. Zz‘: —”(”; D

Z 2 _ n(n + 1)(2n +1)

n

iii. 0% = (—”(”; D )2

i= l
iv. Za +(i=1d = Z[2a+(n-1)d]
Se IIamara productoriade losr hasta s de lasucesion a,, a valor de
Hai =dr Ayl *...%0g1 * U

Ejemplos:
7
1 [[#=22-82.42.52.62.72
i=2

2. [[i=1-2-3-4.5....n=n
i=1
PROPIEDADES DE LA PRODUCTORIA:
Seana,y b, dossucesionesy r,s,t € Nta quer < s < ¢, entonces.

!
i ||a, ||al ||al
i=r i=; i=s+1

Ejemplo.
9 6 9
[12=112-T117
=3 =3 =7
32.42.52.62.72.82.9%2 = (32.42.52.62) +(7%2-82.9?)

s s B
i Ha§=(]_[a,-;) conpeqQ

Ejemplo.
23

22
[[3i=32%]]:
=5 =5

3(5) - 3(6) - 3(7) -...-43(23) — 318(5- 6 -...-23)

iii. [Jo=atr
Ejemplo.
15
H3 — 3055t — 331D

J=5



iv. li[ai 'li[bi = li[(al- . bl)

Ejemplo

sz : H(k2 1) =
i= 15 =15 =15
S+

V. Ha,— = Ha(,-,,)
i=r

i=r+t

Ejemplo.
10

6 6
[li-»2=]]lc+a-217 =[]
i=5 i=1 i=1

Vi. Telesc()pica

H( a1 = a,_
i=

Esto se debe aque:

N

[T ) = () - (Gt (G2, (Gaty (A

i=r

TEOREMA DEL BINOMIO.

Paracualquier n € N

n

(a+b)" = Z ( Z )a”*kbk

En particular, podemos ver que: -
Sin=0
(a+b)" = g(g)a%bu (8)a0b0 -1
Sin=1
(a+b)t = g(%)al‘kbkz (3)a 0+ (1)at = a+s
Sin=2
(a+b)? = kz_; (2)avhk = (3)a2b0+ (2 )atbt+ (2 )a%? = a? + 2ab + b2
Observaciones.

El desarrollo de (a + b)" posee n + 1 términos.

Si n es par existe un término central, pero i n esimpar existen 2tér minos centrales.

LIamaremos coeficientes de un término a su valor nimerico.

Llamaremos termino independiente de x, o parte literal, al que posea la exprsion x°.
Ejemplo.

=



20
2
1. En € desarrollo de (x? + %) encuentre s existe, el término central y el término
X
independinete de x.
Solucion.

(+4) - 5DE) ()

El término central es el que ocupalaposicion 11, asi
1 - (20)(-7(7_2)2&10(L)10
"\10/0°2 Jx
s ()(3) 6 ()"

e (B)(3)" e
(B3

Cosficiente

m: (8)(3)

Busgquemos €l termino independientepara ello necesitamos el

= (2)05)7(F)

para determinar el termino independiente debemos hacer el exponente de la parte literal igual a
cero.

—_— —k:
40-2k- 5
80-4k—k=0

5k = 80

k=16



