
NÚMEROS NATURALES
Llamaremos conjunto inductivo a cualquier conjunto 0 que cumple con:

�� D� 0 p C
E� [ � 0 ´ [ � 1 � 0

Llamaremos números naturales al menor conjunto inductivo, es decir, Q es un conjunto que
posee sucesor y además tiene un comienzo que llamaremos 1.

INDUCCIÓN
Si queremos probar una propiedad S en todos los números naturales �Q , un metódo útil es la

inducción que consiste en probar dos cosas:3ULPHUR� S�Q  (para algún Q)
en caso que se pruebe para todo Q; Q � 16HJXQGR: probar que �N � Q si S�N  se verifica, entonces S�N � 1  tambien.

��N � Q : S�N  ´ S�N � 1  
2EVHUYDFLyQHV�

�� Para probar una propiedad general S�Q  es siempre imprescindible probar las dos etapas.
�� En la segunda etapa se debe suponer cierto S�N  (hipotésis) y se quiere probar S�N � 1  (tésis).

Para probar la tésis es necesario ocupar de algún modo la hipótesis.
(MHPSOR�
Pruebe la propiedad S�Q : 1 � 2 � 3 �. . .Q � Q�Q � 1 

2
; �Q � Q.

6ROXFLyQ�
�� PD: S�1 

S�1  : 1 � 1�1 � 1 
2D S�1  se cumple

�� Sea N � Q tal que S�N  es verdad
PD: S�N � 1 
S�N  : 1 � 2 �. . .�N � N�N � 1 

2
�+LSRWHVLV 

S�N � 1  : 1 � 2 �. . .�N � �N � 1  � �N � 1 ��N � 1  � 1 
2

�7HVLV 
En efecto, podemos ver que:

1 � 2 � 3 �. . .�N � �N � 1  � N�N � 1 
2

� N � 1

� N2 � N � 2�N � 1 
2

� N2 � 3N � 2
2

� �N � 1 �N � 2 
2D S�N � 1  se cumpleD S�N  ® S�N � 1 DPor pasos 1y 2 S�N  es verdad �N � Q.



PROGRESIONES ARITMÉTICAS (P.A) y P.G.
Diremos que la sucesión es una P.A. si la GLIHUHQFLD entre dos terminos consecutivos de la

progresion es constante.
Esto quiere decir que al sucesión es dela siguiente forma:

D1 � D � D � 0G
D2 � D � G � D � 1G
D3 � D2 � G � �D � G  � G � D � 2G
D4 � D3 � G � �D � 2G  � G � D � 3G
B B
DQ � DQ"1 � G � �D � �Q " 2 G  � G � D � �Q " 1 G
B B

Así la suma de los primeros n-términos de una P.A. corresponde a:

D1 � D2 � D3 �T�DQ � D � �D � G  � �D � 2G  � �D � 3G  �T��D � �Q " 1 G 
� QD � ¡1 � 2 � 3 �T��Q " 1 ¢G
� QD � �Q " 1 QG

2
� Q

2
�D1 � DQ 

(MHPSOR ��
Encontrar los 3 primeros terminos, el 9º termino y la suma de los 10 primeros términos de una

P.A. en que D � 5 y G � 2.6ROXFLyQ�DQ � D � �Q " 1 G
Así D1 � 5;D2 � 7;D3 � 9;D4 � 11;D9 � 21

�� y por otro lado 610 � Q
2
�D1 � DQ  � 5�5 � 23  � 140



PROGRESIONES GEOMÉTRICAS (P.G).
Llamaremos progresión geometrica a una sucesión en que la UD]yQ R FXRFLHQWH entre 2 terminos

consecutivos es constante, es decir es una sucesión de la forma:

D1 � D
D2 � D � U
D3 � D2 � U � �D � U  � U � DU2

D4 � D3 � U � �DU2  � U � DU3

B
DQ � DUQ�1

B
De este modo la suma de los Q primeros terminos de una P.G. corresponde a

6Q � D�UQ " 1 
U " 1

� D�1 " UQ 
1 " U

ya que 6Q � D � DU � DU2 �T�DUQ"1 y U6Q � DU � DU2 �T�DUQ. Sumando ambas tenmos

6Q " U6Q � D " DUQ
6Q�1 " U  � D�1 " UQ 

6Q � D�1 " UQ 
�1 " U 

Esta forma es valida solo si U p 1(MHPSOR �� Si U � 1 la P,G. es D,D,D,D y la suma 6Q � QD(MHPSOR ��
Determinar el 5º termino y la suma de los 10 primeros terminos de una P.G. con D � 3 y U � 26ROXFLyQ�D5 � D � U4 � 3 � 24 � 48

610 � 3 210 " 1
2 " 1

� 3069



PROPIEDADES DE LA SUMATORIA:
Sean DQ y EQ dos sucesiones y U, V, W � Q tal que U t V t W, entonces.

L� !
L�U

W

DL � !
L�U

V

DL � !
L�V�1

W

DL

(MHPSOR�
!
M�3

9

M2 � !
L�3

6

M2 �!
L�7

9

M2
32 � 42 � 52 � 62 � 72 � 82 � 92 � �32 � 42 � 52 � 62  � �72 � 82 � 92 

LL� !
L�U

V

*DL � *!
L�U

V

DL; con * � U
(MHPSOR�
!
L�5

23

3L � 3!
L�5

22

L
3�5  � 3�6  � 3�7  �. . . 43�23  � 3��5 � 6 �. . . 23 

LLL� !
L�U

V

) � )�V " U � 1 
(MHPSOR�
!
-�5

15

3 � 3�15 " 5 � 1  � 3�11  � 33

LY� !
L�U

V

DL �!
L�U

V

EL � !
L�U

V

�DL � EL 
(MHPSOR�
!
L�15

28

N2 "!
L�15

28

N2 " 1 � !
L�15

28

1 � 1�14  � 14

Y� !
L�U

V

DL � !
L�U�W

V�W

D�L " W 
(MHPSOR�
!
L�5

10

�L " 4 2 � !
L�1

6

¡�L � 4  " 4 ¢2 � !
L�1

6

L2
YL� 7HOHVFySLFD.

!
L�U

V

�DL " DL"1  � DV " DU"1

Esto se debe a que:

!
L�U

V

�DL " DL"1  � �DU " DU"1  � �DU�1 " DU  � �DU�2 " DU�1  �. . . �DV"1 " DV"2  � �DV " DV"1 
(MHPSOR 1.



!
L�5

8

L " L " 1 � 10 " 5 " 1 � 8 " 2

5 " 4 � 6 " 5 � 7 " 6 � 8 " 7 � 8 " 4 � 10 " 2

(MHPSOR 2.

!
L�10

15
1L " 1L � 1

� 1
10

" 1
16

� 1
10

" 1
11

� 1
11

" 1
12

� 1
12

" 1
13

� 1
13

" 1
14

� 1
14

" 1
15

� 1
15

" 1
6(MHPSOR 3.

!
L�1

10

2L � 3 " 2L � 1 � 23 " 3



FORMULAS IMPORTANTES:

L� !
L�1

Q

L � Q�Q � 1 
2

LL� !
L�1

Q

L2 � Q�Q � 1 �2Q � 1 
6

LLL� !
L�1

Q

L3 � Q�Q � 1 
2

2

LY� !
L�1

Q

D � �L " 1 G � Q
2
¡2D � �Q " 1 G¢

Se llamara productoria de los U hasta V de la sucesión DQ al valor de

�
L�U

V

DL � DU � DU�1 �T �DV"1 � DV

(MHPSORV�
�� �

L�2

7

L2 � 22 � 32 � 42 � 52 � 62 � 72

�� �
L�1

Q

L � 1 � 2 � 3 � 4 � 5 �T �Q � Q!

PROPIEDADES DE LA PRODUCTORIA:
Sean DQ y EQ dos sucesiones y U, V, W � Q tal que U t V t W, entonces.

L� �
L�U

W

DL � �
L�U

V

DL � �
L�V�1

W

DL

(MHPSOR�
�
M�3

9

M2 � �
L�3

6

M2 ��
L�7

9

M2
32 � 42 � 52 � 62 � 72 � 82 � 92 � �32 � 42 � 52 � 62  � �72 � 82 � 92 

LL� �
L�U

V

DL
* � �

L�U

V

DL;

*

con * � T
(MHPSOR�
�
L�5

23

3L � 322"5�1 �
L�5

22

L
3�5  � 3�6  � 3�7  �. . . �43�23  � 318�5 � 6 �. . . �23 

LLL� �
L�U

V

) � )�V"U�1 

(MHPSOR�
�
-�5

15

3 � 3�15"5�1  � 3�11 



LY� �
L�U

V

DL ��
L�U

V

EL � �
L�U

V

�DL � EL 
(MHPSOR�
�
L�15

28

N2 : �
L�15

28

�N2 " 1  � �
L�15

28 N2

N2 " 1

Y� �
L�U

V

DL � �
L�U�W

V�W

D�L"W 

(MHPSOR�
�
L�5

10

�L " 4 2 � �
L�1

6

¡�L � 4  " 4 ¢2 � �
L�1

6

L2
YL� 7HOHVFySLFD.

�
L�U

V

� DLDL"1
  � DVDU"1

Esto se debe a que:

�
L�U

V

� DLDL"1
  � � DUDU"1

  � � DU�1DU
  � � DU�2DU�1

  �. . . �� DV"1DV"2
  � � DVDV"1

 

TEOREMA DEL BINOMIO.
Para cualquier Q � Q

�D � E Q � !
N�0

Q QN DQ"NEN

En particular, podemos ver que:
Si Q � 0

�D � E Q � !
N�0

Q
0N D0"NEN � 0

0
D0E0 � 1

Si Q � 1

�D � E 1 � !
N�0

Q
1N D1"NEN � 1

0
D1E0 � 1

1
D01E1 � D � E

Si Q � 2

�D � E 2 � !
N�0

Q
2N D1"NEN � 2

0
D2E0 � 2

1
D1E1 � 2

1
D0E2 � D2 � 2DE � E2

2EVHUYDFLRQHV�
�� El desarrollo de �D � E Q posee Q � 1 términos.
�� Si Q es par existe un término central, pero si Q es impar existen 2WpUminRV centrales.
�� Llamaremos coeficientes de un término a su valor númerico.
�� Llamaremos termino independiente de [, o parte literal, al que posea la exprsión [0.

(MHPSOR�



�� En el desarrollo de [2

2
� 1[

20

encuentre si existe, el término central y el término

independinete de [.
6ROXFLyQ�

[2

2
� 1[

20 � !
N�0

Q
20N [2

2

20"N 1[
N

El término central es el que ocupa la posición 11, así

711 : 20
10

[2

2

20"10 1[
10

711 : 20
10

1
2

10�[2 10 [" 1
2

10

711 :

Coeficiente

20
10

1
2

10 [20["5

711 : 20
10

1
2

10[15

Busquemos el termino independientepara ello necesitamos el

WN�1 � 20N [2

2

20"N 1[
N

,

así

20N [2

2

20"N 1[
N � 20N �[2 20"N 1

2

20"N [" 1
2

N

� 20N 1
2

20"N[40"2N[" N
2

� 20N 1
2

20"N[40"2N" N
2

para determinar el termino independiente debemos hacer el exponente de la parte literal igual a
cero.

40 " 2N " N
2

� 0

80 " 4N " N � 0

5N � 80

N � 16


