Ejercicios
Algebra Lineal MAT127
PUCV

1 Transformaciones Lineales

Ejercicio 1 Sean V. y W espacios vectoriales sobre K, T : V. — W wuna
transformacion lineal y {vy,va, ..., vn} una base de V. Demuestre que Im (T') =

<T (’Ul) ,T (’Ug) 5 ,T (1}”)> .

Ejercicio 2 Sean V' y W espacios vectoriales sobre K, T : V. — W una
transformacion lineal inyectiva y {v1,va, ..., v, } un subconjunto linealmente in-
dependiente de V. Demuestre que {T (v1),T (v2),...,T (vn)} es un conjunto
linealmente independiente de W.

Ejercicio 3 Sea T : R* — R? una funcion definida por T (z,y, z,w) = (x + y,2 — w, T +w) .
1. Verifique que T es una transformacion lineal.
2. Encuentre el nicleo de T' y determine dim (ker (T'))
3. Encuentre la imagen de T y determine dim (Im (77)) .
4. ¢Es T inyectiva?, ;Es T epiyectiva?. Justifique.

Ejercicio 4 Calcule, si existe, el valor de A € R para que la transformacion
lineal T : R3 — R3 definido por T (z,y,2) = (A\x + 2y + 2, \x +y,y + 2) sea
myectiva.

Ejercicio 5 Sea T': M3 (R) — R3 [z] una funcion definida por
a b 3
T e d =(a—c)z°+(b+d)z—a

1. Demuestre que T es una transformacion lineal.

2. Encuentre el nicleo de T y determine dim (ker (T)) .



3. Encuentre la imagen de T y determine dim (Im (7)) .
4. Determine si T es un isomorfismo. Justifique.

5. Determine si el nicleo de T' es isomorfo a la imagen de T. Justifique.
Ejercicio 6 SeaT : Ry [z] — M> (R) la funcidn definida por T (az? + bz + ¢) =
b+c a
0 2c—a )’
1. Verifique que T es una transformacion lineal.

2. Encuentre el nicleo y la imagen de T'.

3. Determine dim (ker (T)) y dim (Im (7)) .

4. Determine, si existen, las preimagenes de ( g —31 ) Y ( 1 —01 ) .

Ejercicio 7 Sea T : My (R) — Ry [z] la transformacién lineal definida por

T( a b ) =az® + ax?® + cx + d.
c d

1. Demuestre que T es una transformacion lineal.
2. Encuentre la dimensidn del nicleo de T.

3. Encuentre n € N, para la cual la imagen de T es isomorfo a R™.

r x4y
z z+y

Ejercicio 8 Sea L : R® — My (C) la funcion definida por L (z,y,2) = <

1. Demuestre que L es una R-transformacion lineal.

2. Encuentre el nicleo de L y determine dim (ker (L)) .
3. Encuentre la imagen de L y determine dim (Im (L)) .
4. sFs L inyectiva?, ses L epiyectiva?. Justifique.

Ejercicio 9 Sea T : C* — C3? la tnica C—transformacion lineal tal que
T(e1) = (1,0,4), T(e2) = (0,1,1) y T (e3) = (4,1,0), donde {e1,ea,e3} es
la base candnica de C3.

1. Encuentre T (x,y,2) para todo (z,y,z) € C3.
2. Encuentre la imagen de T y determine dim (Im (7)) .
3. Calcule dime (ker (7)) .

4. Determine si T es un isomorfismo. Justifique.



Ejercicio 10 Sea A € R y Ty : R? — R? la transformacion lineal definida por
Tk(a?)yvz) = (Ax—y‘*‘zﬁ‘*‘y—?%x—y‘*‘z)

1. Segin los valores de A € R, determine la dimensidn del nicleo de Ty.

2. Segiun los valores de A € R, determine condiciones para a,b,c € R, para
que (a,b,c) € Im (Ty).

3. Para p € R, determine la preimagen de (1, p,0) bajo T.

Ejercicio 11 Sean V,W espacios vectoriales sobre R tales que dim (V') = dim (W) =
3, B = {v1,vs,v3} y B’ = {uy,uz,u3} bases de V. y W, respectivamente. Sea
T:V — W la transformacion lineal definida por

T(vi) = up+up—us,
T(Ug) = Ui+ us,
T(U3) = 2uj + us.

1. Determine T (v), para todo v € V.
2. Encuentre el nicleo de T' y determine dim (ker (T')) .
3. Encuentre la imagen de T y determine dim (Im (77)) .

4. Determine si T es un isomorfismo. Justifique.

Ejercicio 12 Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
Justifique su respuesta.

1. SiT:V — W una K-transformacion lineal y U es un subespacio vecto-
rial de V' entonces T (U) = {T (u) : w € U} es un subespacio vectorial de
Ww.

2. SiT:R? — R? es una funcion definida por T (z,y) = (x,2y,3) entonces
T es una transformacion lineal epiyectiva.

3. 87T :C(0,1],R) — R estd definida por T (f) = f(0), para todo f €
C ([0,1],R) entonces T es una transformacion lineal inyectiva.

4. SiT:V — W es una transformacion lineal tal que dim (W) < dim (V')
entonces T' no es epiyectiva.

5. 8T : R — R* es una transformacion lineal, entonces existe v € RS,
v # 0 tal que T (v) = 0.

6. Si T :V — W es una transformacion lineal tal que dim (W) = 3 y
dim (V') = 2, entonces T no es epiyectiva.

7. §i T : C® — My (C) es una C—transformacién lineal entonces el niicleo
de T es diferente del espacio nulo.



8 SiU={(z,y,2) €eR3:2x+y =0} entonces U es isomorfo a R?.
9. Sidim (V) = dim (W) entonces existe T : V. — W un isomorfismo.

10. SiT :V — W es un isomorfismo y {v1,...,v,} es una base de V' entonces
{Tvy,...,Tv,} es una base de W.

Ejercicio 13 SeanV yW espacios vectoriales sobre K. Demuestre que L (V, W)
es un espacio vectorial sobre K.

Ejercicio 14 Sea V espacio vectoriale sobre K y T € L(V,V) tal que T? +
2T + I = 0. Demuestre que T es invertible.

Ejercicio 15 Sea V espacio vectoriale sobre K tal que dim (V) = n < oo.
Demuestre que L (V,K) es isomorfo a K™.

Ejercicio 16 Sean fy, f5 € L(Rz,R) definidos por ff (z,y) =

a5 (z,y) = —% + % Verifique que {f}, f3} es una base de L (R?,R) .

R
=

Ejercicio 17 Sean ¢y, @5, 05 € L (Ra [z],R) definidos por

Demuestre que {1, s, 05} €s una base de L (Ry [z],R).

Ejercicio 18 Sea V' un espacio vectorial sobre K y W un subconjunto no vacio
de V. Verifique que W° = {p € L(V,K) : p(w) =0, Yw € W} es un subespacio
vectorial de L (V,K).



2 Matriz Asociada a una Transformacién Lineal.

Ejercicio 19 Sea T : R? — R? la transformacion lineal definida por:
T(%Z/az) = (x—3y—|—z,29:—z,—y—|—z)

1. Encuentre [T]%S, donde B ={(1,0,0),(1,1,0),(2,1,1)} y C3 es la base
candnica de R3.

2. Verifique si T es un isomorfismo, y calcule T (x,y, z), para todo
(z,y,2) € R3.

Ejercicio 20 Sea U = {(z,y,z,w) ER* :z+y—z+w fO} y considere la
base de U definida por B ={(1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1)} y T : U — R3 la

(0,1,
C0 11
transformacion lineal tal que [T]g =1 0 1 |,dondeB ={(1,2,1),(1,-1,1),(1,0,-1)}.
0 0 O

1. Determine T (x,y, z,w), para todo (z,y,z,w) € U.

2. Determine k € R, si existe, de modo que (k,1,—k) tenga preimagen bajo
T.

Ejercicio 21 Sean V un espacio vectorial sobre R de todas las funciones

f + R = R que admiten derivadas de orden 2 sobre R y W = (u,v,w) el
subespacio de V' generado por las funciones u,v,w tales que para todo t € R,
w(t)=1Lv(t) =t,wlt) =¢e y L:W — W la transformacién lineal definida
por:

L(f)= " +3f
1. Encuentre [L]g, donde B ={u,v,w}.
2. Determine si L es invertible. Justifique.

Ejercicio 22 Sea T : R? — Ry [z] la transformacion lineal definida por
T (a,b) = a — b+ az, para todo (a,b) € R? y B’ la base de Ry [x] dada por
B = {1,1—2}. Encuentre una base B de R? tal que la matriz asociada a T

respecto de las bases B y B’ es [T]g’ — ( _11 ? ) .

Ejercicio 23 Sea T : R* — M> (R) la transformacion lineal definida por

T+ z—t
O Gt



Encuentre bases B y B' bases de R* y My (R), respectivamente, tales que:

SO = OO
o O OO

1 21
c _ 0 1 1
-1 2 0

donde B =1{(1,0,1),(2,1,-1),(1,1,1)} y C es la base candnica de M (R).
1. Encuentre el nicleo de L.
2. Encuentre una base para la imagen de L.

3. ¢Es L un isomorfismo?. Justifique.

Ejercicio 25 Sean V = Cy[x] y T : V — C? la C- transformacién lineal tal
que

donde B = {1, iz, x? — 1} y C3 es la base candnica de C>(como espacio vectorial
sobre C).

B
C3

1. Verifique que T es un isomorfismo y encuentre [T’l]
2. Calcule T~ (a, b, c), para todo (a,b,c) € C3.
Ejercicio 26 Sea L : Ry [x] — R [z] la transformacidn lineal dada por
Lip@) = [ pld
1. Encuentre el nicleo y la imagen de L.

2. sEs L un isomorfismo?. Justifique.

8. Dadas las bases B = {xz,xz +xz, 2242+ 1} yC = {xz,xQ +xz, 2242+ 1,333} .
Encuentre [L](l;,



Ejercicio 27 Considere las siguientes bases de R>.
B=1{(1,2,3),(0,1,0),(1,1,0)} y B={(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}

y la base de R%, B" = {(2,1),(0,—1)}. Sean T : R® — R® y S : R® — R?
transformaciones lineales tales que T (1,2,3) = (0,0,7), T(0,1,0) = (0,2,0) y

T(1,1,0)=(1,1,1) y [S}g:, = ( 421 ? :g > Encuentre [SOT]g”.

Ejercicio 28 Sean B = {(1,-1,0),(0,—-1,2)}, C = {(1,-2,2),(3,-5,4)} y
W= <(17 _170) ’ (07 _172)>'

1. Demuestre que B y C son bases para W.
2. Siu=(x,y,2) € W, calcule [ulg, [u]. y [IRs]%,
3. Encuentre las coordenadas en ambas bases (si es posible, de lo contrario,
Justifique) de los vectores siguientes: (1,0,0) y (4,—7,6).
Ejercicio 29 Considere las bases B = {i, x+1,(z+ 2)2} yB = {iz, x —1, xz}
para V = Cq [z].
1. Encuentre [Iv]g, .
)
2. Encuentre p (z) tal que [p(z)]z = 0
—1
3. Determine [p (z)]g para p(x) definido en (11.2).

Ejercicio 30 Sean V un espacio vectorial sobre K tal que dimg (V') = 3,
B = {vy,v9,v3} base de V, y sean

w1 = v+ 2vg + 3vs,
Uy = 201 — v+ U3
us = —U1 + Uy — 31}3

1. Demuestre que B' = {uy,usz,us3} es base de V.

2. Encuentre [Iy]5,.

1 1
3. Siv=u + U2 ~ 3Us, encuentre [v]g .

Ejercicio 31 Sean V = Cylz] y T : V — V  la C- transformacion lineal tal
que:

donde B = {1 +ix2,i+x,1}



1. Caleule T (1 +ix).
2. Determine [Iv]gl donde B' = {iz,x —i,2%}
3. Use (13.2) para determinar la matriz asociada de T en las bases B y B'.

Ejercicio 32 SeanV =R, [z], B={1,2 + 1,2%}, C la base candnica de M (R)
yT:V — My (R) la transformacion lineal tal que:

o O OO
o= OO
o o = O

o 01y /00 /1 0\ (1O ,
I.SZC—{(O 0),(1 O)’(l 0)’(0 1)},y3 es la base

candnica de Ry [x], determine las matrices cambio de base de C a C' y de
BabB.

2. Use (14.1) para calcular la matriz asociada a T en las bases B' y C’.

Ejercicio 33 Sean V y W espacios vectoriales sobre C tales que
dimg (V) = dimg (W), B base de V, C = {wy, w2, w3} base de W y
C' = {wy, w1 + w3, —w1}. Suponga que el vector de coordenadas de v € V en la

a
base B estd dado por [v]z=| B |. SiT:V — W es un isomorfismo tal que
Y
5 -1 2 0
T-',=( 0 -1 1
1 0 0
—1
determine los valores de o, 3,y de modo que [T (v)]. = 0

-2

Ejercicio 34 Sean A, B € M,, (K). Demuestre que si A es invertible, entonces
AB es semejante a BA.

Ejercicio 35 Sea ~ la relacion en M, (K) definida por
A~ B <= A es semejante a B.

Demuestre que ~ es una relacion de equivalencia en M, (K).



