Capitulo II: Matrices y Ecuaciones

Lineales
Profesores: Gladys Figueroa R.
Raul Fierro P.
En lo que sigue, para todo n € N, anotaremos J, = {1,...,n}.

1. Algebra de Matrices

Definicién y notacién1l Una matriz de orden m X n sobre IK es una funciéon
A J, xJ, — K Si A(i,j) = a;j, anotaremos esta matriz como A = (a;;;1 <
i < m,1 < j < n), o bien, mediante el siguiente arreglo rectangular de m filas

(horizontales) y n columnas (verticales):

apnp - Qi
A —
Amp1 - Qmn
. I 1 0 , :
Ejemplo 2 Sea A = 51t | ..Sobre qué campo puede ser considerada esta
—1 i

matriz A?
Respuesta. Sobre el campo de lo niimeros complejos, es decir, sobre C.

Notacién 3 Denotaremos por M, (IK) el conjunto de todas las matrices de orden
m X n sobre IK . Ahora bien, si el niumero de filas es igual al niimero de columnas y

es igual a n (matriz cuadrada), anotaremos M., (IK) = M, (IK).

Definiciones 4 Sean A, B € M,,,,,(IK) tales que A = (a;;;1 <i<m,1<j<n)y
B = (b;;;1 <i<m,1 < j <n). Definimos la suma y multiplicacién por escalar en
M (IK) como sigue:

(41) A+ B=(ay +by;;1<i<m,1<j<n).

(4.2)  Siae€ K, entonces oA = (aa;;;1 <i<m,1<j<n).
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1 2 -1 1 5 -8
Ejemplo5 Sean A = B = )
Jemp < -3 0 -2 > Y ( —4 -2 1 )

2 7 -9 3 6 -3
Entonces, A+ B = y 3A = .
-7 -2 -1 -9 0 —6

Observaciéon 6 No es dificil verificar que con las operaciones de suma y multipli-
caciéon por escalar definidas en 4, M, (IK) es un espacio vectorial sobre IK, sin

embargo, este hecho no tiene mayor importancia en este capitulo.

Definicién 7 Sean A € M4, (IK) y B € M,,(IK). La multiplicacién de A por B
es la matriz C' = (¢;;;1 <7 <m,1 < j <) en M,,(IK), que anotaremos C' = AB
y, que se define como

(7.1) ey = 34—y qikbuy

donde A= (a;;;1<i<m,1<j<n)yB=(b;1<i<n1<j<lI).

1 2
Ejemplo8 Sean A=| —1 3 yB:(1 Lo )
L0 4 2 1 -1
9 5 3 -2
Luego AB € M5 ys(R)y AB=1| 11 5 2 -3
1 1.1 0

Proposicion 9 Sean A € M,,«,(IK), B € M,«(K) y C € M;y,.(IK). Entonces,
(9.1) (AB)C = A(BQC).

Demostraciéon. Notemos en primer lugar que las matrices (AB)C' y A(BC') son ambas
de orden m x r. Sea (i,j) € J,,, X J,.. La componente (i, j) de la matriz (AB)C esta
dada por

[(AB)CI(i,j) = S4ey(AB)(i, k)C(k, 5)
> o1 Yooy Ali, ) B(s, k)C (K, j)
Sy Ykt Ali, ) B(s, k)C(k, j)
> e Ali, 8) Zic 1 B(s, k)C(k, j)
> o1 A1, 5)(BO)(s, )
= [ABO)](E ).



Por lo tanto, (9.1) se satisface. n

Proposicién 10 Sean A € M,,»,(IK) y B,C € M,,,(IK). Entonces,
(10.1) A(B+C)=AB+ AC.

Demostracién. Sea (i,7) € J,, x J;. Luego,
[AB+ O 4) = 2k=y Al R)(B + O)(, j)
> k=1 AL K)(B(E, §) + C(k, 5))
21 (Ali k) B(k, j) + Az, k)C(k, 7))
> her Ali k) B(k, j) + >4, A(i, k)C(k, )
(AB)(i,7) + (AC)(i, 5)
= (AB+ AC)(i,j),

lo cual demuestra (10.1). u

Proposicién 11 Sean A, B € M,,».,(IK) y C € M,,.;(IK). Entonces,
(11.1) (A4 B)C = AC + BC.
Demostracion. Ejercicio.

Observaciones 12 La Proposicion 9 nos dice que la multiplicacién de matrices es
asociativa, en tanto que las Proposiciones 10 y 11 expresan que la multiplicacién de
matrices es distributiva respecto de la suma de ellas. Sin embargo, es facil encontrar

contraejemplos que muestran que esta operacién no es conmutativa. Por ejemplo,

1 2 11
definiendo matrices A y B como A = ( L3 > y B = < Lo ), se tiene que

3 1 05
AB:<2 1>yBA:<1 2).En consecuencia, AB # BA.

Definicién 13 La matriz identidad en M,,(IK) es la matriz I,, definida por
1 si i=j
0 si i#j.

Es decir, I,, es la matriz (cuadrada) de orden n x n con “unos” en la diagonal y

(13.1)  I,(i,4) = {

“ceros” en las otras ubicaciones del arreglo.

Proposiciéon 14 Sea A € M,,«,(IK). Entonces,
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(141) I A=A
(142) AL, = A.

Demostraciéon. Demostraremos sélo (14.1), dejando (14.2) como ejercicio para el es-

tudiante. Sea (i,7) € J, X J,. Luego,

(LnA) (i, 5) = Y Lu(i, k) Ak, ) = AG, j).

k=1

Notese que la sumatoria en el pentltima igualdad consta esencialmente del inico
término 1 - A(37, j), debido a que I,,(i,k) = 0 si k # ¢. Por lo tanto, I,,A = A. "

Definiciones 15 Sea A € M, (IK). Se dice que A es una matriz invertible (o no
singular), si y sélo si, existe una matriz A’ € M,,(IK) tal que AA" = A’A =1,,. Esta

matriz A’ (cuando existe) se conoce como la inversa de A y se denota por A™1.

Ejemplos 16

1 2
(16.1) Sea A= ( - ) . Verificar que A es invertible y determinar A~!.

x
Solucién. Por el momento, supongamos que A es invertible y que A~ = < Y )
Z w

Como A~!'A =1, el sistema de ecuaciones siguiente se satisface:

r + vy = 1
2v + vy 0
z + w = 0
2z + w =1
La tnica solucién de este sistema es v = —1, y = 2, 2 = 1 y w = —1. Luego, si

existe A~!, entonces

L2
L1 a1 )

Ahora bien, se verifica facilmente que esta matriz satisface AA~! = I,. Por lo

tanto, A es invertible y su inversa es la matriz ya determinada.
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(16.2) Sea A= (
11

). Verificar que A no es invertible.

a b
Solucién. Supongamos que A es invertible. Sea A~ = ( p ) Luego,

c
atc b+d\ (10
a+c b+d 01)
Pero esto implica que a +¢ =1y a+ ¢ = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, no existe A~ y en consecuencia A no es invertible.
Definiciones 17 La matriz nula en M., (IK), es la matriz O € M,,,(IK) tal que

para todo (7,7) € Jy, X Jp, O(i,7) = 0.

Observacion 18 Sean A € M, (IK) y B € M,,;(IK). En general, no se cumple
que si AB = O, entonces A = O 6 bien B = O. En efecto, sean A y B las matrices

' 11 1 2
en My (IK) definidas por A = y B = .
2 2 -1 =2

Luego, se verifica facilmente que

ABZOO
0 0

y sin embargo, A # O y B # O. Esta situacién no ocurre cuando alguna de las
dos matrices posee inverso para la multiplicacién. En efecto, sean A, B € M,,(IK) y
supongamos que existe A7!. Luego, A~*(AB) = (A"*A)B = 1,B = B. Por lo tanto,

si AB = O entonces necesariamente B = O.

Definicién 19 Sea A € M, (IK) tal que A = (a;;;1 <i<n,1 <j <n). La traza de

A, que anotamos tr(A), se define como

(19.1) tr(A) = Z?Zl ajj.

Ejemplo 20 Sean a,b,ce Cy A=

o O 2
o ot O
o O

@)

Determinar condiciones sobre a, b y ¢ para que tr(A?) = tr(A)%.
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Solucion. Como

a? 0
A= o0 »? :
0 0 ¢

entonces tr(A?) = a>+0?+c?. Por otra parte, tr(A) = a+b+c y entonces, la condicién
requerida es a® + b? + ¢ = (a + b + ¢)?. Por lo tanto, tr(A4%) = tr(A)?, si y sélo si,
ab + ac + be = 0.

Ejercicios propuestos

1. Sean a,b,c € R, determine la relaciéon entre los parametros a, b y ¢ para que se
100

cumpla la igualdad AB? + 2C = D, donde A = (1 0 2),B: 0 ¢c 2|,
c 00

C=(1es5)yp=(ab10)

Respuesta: a =b+ 3y b= 2c.

-3 =2
2.Sean A =] 3 4 |yB= 1 —5 |. Encuentre D € Mjy(R) tal que
4 3
A+ B—-D=0.
-2 0
Respuesta: D = 4 -1
9
2 -3 =5 -1 3 5) 2 -2 -4
3.Sean A=| -1 4 5 |,B= 1 -3 -5 |yC=] -1 3 4
1 -3 —4 -1 3 5) 1 -2 -3

Encuentre X € M;5(R) tal que 24 4+ 3X = :CB.

—4/3 2 10/3
Respuesta: X = | 2/3 —-8/3 —10/3
2/3 2 83



4. Demuestre que no existe B € Mjy(R) tal que AB = BA = I, donde A =
2 4
-1 -2 )

0 1
5. Sea A = ( Lo ) . Demuestre que si AB = BAy AC = CA, entonces BC' =

CB.

3 —4
6. Encuentre A € M,(R) tal que A? = ( L )

2 =2
Respuesta: A = .
1/2 0

1 2
7. Obtenga todas las matrices en My(C) que conmutan con ( 0 o )

a b
Respuesta: { ( 0 ) e M*(C):2a+b= 20}.
c

8. Sea A € M,,(IK). Demuestre las afirmaciones siguientes:
(8.1) Si A, B e M,(K) entonces tr(AB) = tr(BA).
(8.2) Si A, Be M,(K) y B es invertible entonces tr(B~'AB) = tr(A).

9. Sean A, B € M,,(IK). Demuestre que las tres condiciones siguientes son equivalen-

tes:

(9.1) AB = BA.

(9.2) A?2-B?=(A+ B)(A- B).

(9.3) (A+B)?= A2 +2AB+ B2
10. Sean A, B € M, (IK) tales que AB = AB, donde A € IK. Demuestre que APB =
M B, para todo p € N.

L b : . .

11.Seab e Ry A = 01 ) Conjeture una férmula para A", (n € N) y demuéstrela

por induccién.
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1 nb
Respuesta: A" = " )
0 1

0
12. Sea A = 1
2

_= O O
o o O

(12.1)  Calcule A* para todo k € N.
(12.2)  Calcule (I3 + A)*',

Respuestas:

0 00
(12.1) A°=T35 A'=A A= 0 0 0 | yA*=0sik>3.
100

1 0 0
(12.2) 21 1 0
252 21 1

13. Sean a, b, c,d € IK . Demuestre que si ad # bc, entonces

-1
a b 1 d —b
C d N ad — be —C a '
14. Sean A, B € M,,(IK) matrices invertibles. Demuestre que AB es invertible y que
(AB)"' =B tA~L

2. DMatrices Especiales

Definiciones 1 Sea A € M,,(IK) tal que A = (a;;;1 <i <n,1 < j <n). Se dice que
(1.1) A es diagonal, si y sélo si, para todo i # j, a;; = 0.
(1.2) A es nilpotente, si y sélo si, existe k € N tal que A* = O.

(1.3) A es idempotente, si y sélo si, A? = A.



(1.4) A es triangular superior, si y sélo si, a;; = 0 cuando j < 1.
(1.5) A es triangular inferior, si y sélo si, a;; = 0 cuando j > i.

Ejemplo2 Sean A, B € M, (IK) matrices triangulares superiores. Demostrar que

AB es una matriz triangular superior.
Demostracién. Sean A = (a;;;1 <i<n,1<j<n)yB=(b;;1<i<n,1<j<n).
Luego, para todo (i,j) € J, x J, se tiene que (AB)(i,j) = > ,_, A(i,k)B(k,j).
Sea (i,7) € Jn X J, tal que ¢ > j y demostremos que (AB)(i,7) = 0. Como B es
matriz triangular superior se tiene que B(k,j) = 0si k > j, y entonces (AB)(i,j) =
7 A(i,k)B(k, j). Tenemos que A(i,k) = 0 si k < i, y teniendo en cuenta que
7 < 1, se tiene que los términos de esta ltima sumatoria son todos nulo. Por lo tanto,
(AB)(i,7) = 0.

0 0
Ejemplo3 Sea A = ( Lo ) . Es A una matriz nilpotente?
Solucién. Tenemos que
42— 0 0 0 0 _ 0 0 |
10 10 0 0
Luego, A es una matriz nilpotente.

Definiciéon4 Sea A € M, (IK) tal que A = (a;;;1 <i<m,1 <j <n). La matriz
traspuesta de A es la matriz A* € M, (IK) definida por A* = (a;;1 < i <n,1 <

3
2 1 i
4 |. Luego A" = :
_ 3 4 —i

1 -1

j<m).
2
Ejemplo5 Sea A= 1] 1
Observaciones 6
(6.1) Si A, B € Mxn(IK), entonces (A+ B)' = A* + B".
(6.2)  Si A€ Mun(IK), entonces (A")" = A.
(6.3) SiAe Mpun(K)y B e M, (IK), entonces (AB)" = B*A".

(64) SiaelKyAe My, (K), entonces (aA)" = aA".
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Definiciones 7 Sea A € M, (IK). Se dice que
(7.1) A es simétrica, si y sélo si, A = A".
t

(7.2) A es antisimétrica, si y sélo si, A = —A".

(7.3) A es ortogonal, si y sélo si, A'A =1,.

Ejemplos 8

2 -1 3

(8.1) Lamatriz | —1 5 —4 | es simétrica.
3 -4 1
0 2 1

(8.2) Lamatriz [ —2 0 —5 | es antisimétrica.
—1 0
2 1 0

(8.3) Lamatriz | —1 0 —3 | no es simétrica ni antisimétrica.
0 2
V3/3 V6/6 —v2/2

(8.4) Lamatriz | v/3/3 —v6/3 0 es ortogonal.

V3/3 V6/6  V2/2
Observaciéon9 Si A € M,,(R) es una matriz ortogonal, entonces el conjunto de

columnas de A vistas como vectores de R”, es un conjunto de vectores ortogonales de

norma 1.

Definiciones 10 Sea A € M,,,x,(C), A= (a;;;1 <i<m,1<j<n).

(10.1)  La matriz conjugada de A es la matriz A € M,,,,(C) definida por
A= (a;;1<i<m,1<j<n).

(10.2)  La matriz trasconjugada (o conjugada Hermitiana) de A es la matriz
A* € My (C) definida por A* = (A)*.

3—i 0 =2 — 3+i 0 =2
Ejemplo11 Sea A = ' . Entonces, A = !
i 141 2i -1 1-i1i —=2i
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Observaciones 12
(12.1) Si A, B € M,,xn(C), entonces (A + B)* = A* + B*.
(12.2)  Si A € Myxn(C), entonces (A*)" = A.
(12.3)  Si A€ Mysn(C) y B € M,y (C), entonces (AB)* = B*A*.
(124) SiaeCy Aec M,(C), entonces (aA)* = aA*.
Definiciones 13 Sea A € M,,(C). Se dice que
(13.1) A es hermitiana, si y sélo si, A = A*.
(13.1) A es antihermitiana, si y sélo si, A = —A*.
(13.3) A es unitaria, si y sélo si, A*A =1,,.
Ejemplos 14

-2 5431 2+4i
(14.1) Lamatriz | 5—3i 5 1 —i | es hermitiana.
2—4 141 T

i 141 2
(14.2) La matriz | —1+i —2i  5+3i | es antihermitiana.
2— —5+3i 0

(14.3) La matriz —
2—-41 —-2-1i

1 1421 —4-2i
5

) es unitaria.

Ejercicios propuestos

—1
1. Verifique que la matriz | 0 0 3 es nilpotente.
0

2. Sea D = Diag(ay, ..., a,) € M, (IK).
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(2.1)  ;Qué condiciones deben satisfacer ay, ..., a, para que D sea invertible?
(2.2)  Si D es invertible, calcule D™

Respuestas:  (2.1) ay---a, #0.  (2.2) D! =Diag(a;’,...,a;").

’ '

3. Encuentre A, B € My(R) tal que (A+ B)(A— B) = A? — B? y A no es una matriz
triangular inferior. Ademads, la diferencia de los elementos que ocupan la diagonal de

A es distinta de cero e igual a la diferencia de los elementos que ocupan la diagonal
de B.

4 8

Respuesta: A =
01

2 8 , :
y B = o 1) (Existen otras soluciones).

4. Demuestre que la tnica matriz idempotente e invertible es la matriz identidad.

5. Sea A € M,,(IK). Demuestre que si A es idempotente, entonces I,, — A también lo
esy que A(l, —A) = (I, —A)A=0.

6. Encuentre X € M;3(R) diagonal tal que A*X (A + B*) = C, donde

4 -1 0 01 1 —-14 -4 -10
A= 2 0 3|, B=20 -3 y C= 4 1 3
-1 0 1 3 0 3 3 0 3
-1 0 0
Respuesta: X = 0 1/3 0
0 0 0

7. Demuestre que si A € My(R) y X € My, (R) entonces X'AX = s X*(A* + A)X.

8. Sean A = (a;;;1 <i<n,1<j<n)yB=(b;l<i<n,1<j<n)definidas
por a;; = (—1)"7 y bj; =i — j. Demuestre que A es simétrica y B es antisimétrica.
9. Sea A € M,xn(R). Demuestre que A*A es simétrica y sin elementos negativos en

la diagonal.

10. Sean A € M, (IK) y P € M ,«xn(IK). Demuestre que si A es simétrica, entonces
PAP* también lo es.
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11. Demuestre que si A es una matriz invertible y simétrica, entonces A~! es simétrica.

12. Sea A € M,,(IK). Demuestre que A admite la descomposicién A = A,+ A,, donde

Ag vy A, son matrices simétrica y antisimétrica, respectivamente.

13. Demuestre que la diagonal de una matriz hermitiana estd formada por ntmeros
reales y que la diagonal de una matriz antihermitiana lo estd por niimeros imaginarios

puros.
14. Sean A € M5, (C) vy B € M,,5,(C). Demuestre que A B = AB.
15. Demuestre que si A es invertible y hermitiana entonces A™! es hermitiana.

16. Sean B,C € M,,(R) tales que BC' + CB =0y sea A = B +iC. Demuestre que

si A es hermitiana entonces A*A es una matriz con coeficientes reales.
17. Sea A € M,,(C) hermitiana. Demuestre que existen R, S € M,(R) tales que

A= R+1iS, donde R es simétrica y S es antisimétrica.

ib
18. Sea W = {( ¢ a+_lb ) € My(C) :a,b,c e R} un subespacio vectorial de
c c+1

M, (C) sobre R. Encuentre una base de W y determine dimg(W).

11 0 i 0 0
Respuestas: , , dimg (W) = 3.

19. Sean U = {A € My(C) : Aesdiagonal } y W = {4 € My(C) : A = A*}
subespacios de My (C) sobre R.

(19.1) Encuentre UNV.
(19.2)  Encuentre bases de U, Wy UNV.
(19.3)  Determine dim(U), dim(W) y dim(U N'V).

Respuestas:

(19.1) UﬂVz{(Z 2) GMQ((C):a,be]R}.

(19.2) BausedeU:{(1 O),<O O>,<i 0>,<0 0)}
0 0 0 1 00 0 i
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o {(L ) () (1) (1)
mmeacvav{(10).(3 )]

(19.3) dim(U) =4, dim(W) =4y dim(UNW) = 2.

0 0 11
20. Verifique que S = { ( Lo > , ( 01 ) } es un conjunto linealmente indepen-

diente y encuentre una base B de My(R) tal que S C B y los vectores agregados a S

b
sean elementos de W = {( ¢ d) EMQ((C):cH-b—i-c:O} :

e {(03) () (0 0) (0}

21. Sean U = {(a: Y ) EMQ(R):x+y+z:0,y—z—w:O}yWelsubes-
z w

o de My(R) d b 01
acClo de enerado por s .
P 2% 8 P 00 11

(21.1)  Encuentre una base de U y determine la dimensién de U.
(21.2) Extender la base de U a una base de Ms(R) de modo que los vectores

agregados no sean elementos de W.

Respuestas:

(21.1) BasedeU:{<_2 1>,<_1 1)}
1 0 0 1
(21.2) BasedeMg(R):{<_21),<_11>,<10>,<00>}.
1 0 0 1 0 0 01

22. Determine si las afirmaciones siguientes son verdaderas o falsas. Justifique.

(22.1) {AeM,(R): AB = BA}, B € M, (R), es un subespacio vectorial de

M, (R).
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(22.2) {A e M,(R): A> = A} es un subespacio vectorial de M,,(R).

(22.3) {A e M,(C): A= A*} es un subespacio vectorial de M,,(C) sobre R.

4 siv=4*" ¢
(22.4) {(C ;
{(-2 0 1) (0 1 0) (0 00> (000)}
) ) ) genera U.
0 0 2 000 101 010
)

(22.5) SiV ={Ae€ My(C): A= —A"} entonces dimg(V) =2 y dimc(V) =

S

) e My(R):a=—2¢,f =2c+ d} entonces

1.

Respuestas:
(22.1) Verdadera. (22.2) Falsa. (22.3)  Verdadera.
(22.4) Falsa. (22.5)  Verdadera.

3. Operaciones elementales

Definiciones1 Sea n € N*. Llamaremos matrices elementales de orden n a las
matrices E;(a), E;j, Fij(a) y Cij(a) en M,(K), (1 <i<n,1<j<n acl),

definidas de la manera siguiente:

(1.1)  E;(«) es la matriz resultante al multiplicar por «, cada componente de

la fila 0 columna ¢ de la matriz identidad.

1 0 0
Ei(a) = 0 -+ a --- 0 — filaz
0 - 0 --- 1
T
columna ¢

(1.2)  Ejj es la matriz resultante al intercambiar en la matriz identidad, la fila o
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columna ¢ por la fila o columna j, respectivamente.

columna ¢
!
1 0 0 0
0 o] - [1] - 0| « filai
E; = S S
0 - - 0] 0| « filaj
0O -« 0 - 0 --- 1
T
columna j

(1.3)  Fjj(a) es la matriz resultante al sumar a las componentes de la fila ¢, las

componentes respectivas de la fila j multiplicadas por a.

1 0 0 0

0 - [ 0| « filai
Fij(a) = Do T

0 0 - o 0 | « filay

(1.4)  Cj;(a) es la matriz resultante al sumar a las componentes de la columna

1, las componentes respectivas de la columna j multiplicadas por a.



columna ¢

o

columna j

0
1

17

Ejemplos 2 En Mj3(C) algunos ejemplos de estas matrices son los siguientes:

Observaciones 3 Es facil ver que para todos i,7 € {1, ...

1
F(=i)=1| 0
0

0
1

=

—i

las propiedades siguientes :

(3.1)

(3.2)

Las propiedades (3.3) y

2 _

Si a # 0, entonces E;(a)E;(a™!) = 1,.

Fy(a)Fy(~a) =1,
Ci (OC)CZ(—Oé> = In

Cij() = Fyla)* = Fi(a)

0 0 1
Ez=1010 [, By () =
1 00

y  Cog(—i) =

o o 3

0 0
101,
01

0 O
0 0
0 -1 1

,n}y a € IF se satisface

(3.4) nos permiten concluir que las matrices Fj;(«) y
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C;;(a) son invertibles. Ademas,

(3.6)  Fy(a)™ =Fj(—a)y Ciyj(a)™ = Ci(—a). Si a # 0, entonces por (3.2),
E;(a) es invertible y

(37) Ei(Oé)_l = EZ‘(Oé_l).

Por lo tanto, una matriz elemental es invertible, si y sélo si, no es de la forma

E;(0) con 1 <i<n.
Observaciones 4 (Premultiplicacién por matrices elementales.)

Sea A € M, n(K) tal que A = (a;5,1 < ¢ < m,1 < j < n). Luego, para
1<i<myacel,

1 0 0
@11 - Aip
Ei(a)A=| 0 o 0
m1 - Gmn
0 0 1
aippr -0 Qi ot Qip
= aa; P Qi o AQin,
Am1 e Ay . e An,

En consecuencia, premultiplicar (multiplicar por la izquierda) la matriz A por
E;(«a) es equivalente a cambiar la fila ¢ de A por la fila resultante al multiplicar cada

componente de la fila i de A por a.



Sean 7,7 € J,,. Luego,

1 0

0 --- 0
El'jA:

0 1

a11

Qm1

Q1n

Qin

amn

ai

Am1

A1n

Qin

amn

19

Vemos asi que premultiplicar la matriz A por E;; es equivalente a intercambiar en

la matriz A, la fila 7 con la fila j.

De manera andloga se verifica que Fj;(a)A es la matriz que se obtiene sumando a

las componentes de la fila 7, las componentes correspondientes de la fila j multiplicadas

por «. Es decir,

1 0

0 1
Fij(a)A =

0 0

0 0

a1

Q1n

Qip

CLjn
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all ... DY aln

ain taaj o0 o G+ Qagy
a]l DY DRI a]n
aml ... DY amn

Observaciones 5 (Postmultiplicacién por matrices elementales.)

Sea A € M,,xn(K) tal que A = (a;5,1 < ¢ < m,1 < j < n). Luego, para
1<j<nyacl, se tiene

all ... a{ajlj ... aln
(5.1)  AEj(a) = 0 N € 10 R
a’ml ... aam] ... amn

Sean 1,7 € J, tal que 7 < 7. Entonces,

i e ay e oo an
(5.2) AE;;
Gt e g e ami e
ann - Gy taay; - ay e Qg
(5.3)  ACy(a) =
aml ami+05&mj “ e amj @mn

Por (5.1), la postmultiplicaciéon de A por E;(«), equivale a multiplicar cada com-
ponente de la columna j de A por a. Por otra parte, (5.2) nos dice que la operacién de
postmultiplicar A por E;;, equivale a intercambiar en A la columna 7 por la columna

j. Finalmente, si postmultiplicamos A por Cjj(a), esta operacién consiste en sumar
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a las componentes de la columna 7, las correspondientes componentes de la columna

J multiplicadas por «.

Nota 6 En atencién a lo senalado en los puntos 4 y 5 de esta seccién, las operaciones
consistentes en pre y post multiplicar por matrices elementales se conocen como
operaciones elementales. Si F es una matriz elemental, anotaremos mediante — la

operacién consistente en pre o post multiplicar una matriz por E.

1 2 3 4
Ejemplo7 Sea A= 0 2 -1 0 |[.Calcular B = Ey(7)E2 Fi3(—2)AC12(—1).
5 3 =2
Solucion.
-9 2 -3 8 0O 2 -1 0
AEY g 9 21 o0 | 2| 29 2 3 3
5 0 3 =2 5 0 3 =2
0 27 —7m O 27 27 —m 0
POl g 9 23 g | P8V [ 112 3 8
5 0 3 =2 5 0o 3 -2
27 27 —7m O
Por lo tanto, B = -1 2 -3 8

5 0 3 =2
Definicién 8 Sean A, B € M,,«,,(IK). Se dice que

(8.1) A es equivalente por filas a B, si y sélo si, existen El, ..., E¥ matrices

elementales invertibles de modo que E'--- E*A = B.

(8.2) A es equivalente por columnas a B, si y sélo si, existen E',... EF

matrices elementales invertibles de modo que AE!--- E¥ = B.
Observacion 9 Sean A, B € My, (IK). Luego,

(9.1) A es equivalente por filas a B, si y sélo si, existe P € M,,(IK) invertible
tal que PA = B.
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(9.2) A es equivalente por columnas a B, si y sélo si, existe @ € M, (IK)
invertible tal que AQ = B. Notese ademds que tanto la equivalencia por filas como

la equivalencia por columnas, son relaciones de equivalencia en M, (IK).

Ejemplo 10 Sea A la matriz en Ejemplo 7; es decir,

12 3 4
A=102 -1 0
5 0 3 =2

Encontrar P € M3(R) tal que PA = B, donde

0 27 —m O
B = -9 2 -3 8
5 0 3 =2

Solucién. Del Ejemplo 7 se tiene que aplicando las operaciones filas Fi3(—2), E9;
y Ei(m) a la matriz A, en el orden que se indica, se obtiene la matriz B. Luego,
E\(m)Ey Fi3(—2)A = By por lo tanto, P = E(m)Ey Fi13(—2) satisface PA = B.

Proposicién 11 Sea A € M, (IK) y supongamos que A es equivalente por filas a la

matriz I,,. Entonces A es invertible.

Demostracién. Existen matrices elementales E', ..., E¥ de modo que E'--- E¥A =1,,.
Luego, A = (E¥)~t...(EY)~™t = (E'.-. E¥)7L. En consecuencia, A es invertible y
Al =F'...EF. [

Observacion 12 La demostracion de la proposiciéon precedente nos proporciona un
método para calcular la matriz inversa de una matriz A cuando ésta existe. En efecto,
si E'---E*¥A =1,, entonces A~! = E'... E*I,. Esto significa que las mismas opera-
ciones elementales que transforman A en la matriz [,,, también transforman la matriz
(A1,) en la matriz (I, A™'). Es decir,

(12.1) E'-..E*(AlL,) = (1,A71), donde (AL,) (y andlogamente (I,A71)) es
la matriz en M,,«»,(IK) particionada con las submatrices A e I,,.
1 2 2

Ejemplo13 Sea A= | 0 4 8 |. Hallar (si existe) A™'.
-1 0 1



23

Solucién. Consideremos la matriz (AI3). Mediante las operaciones elementales por

filas que transforman A en I3, obtendremos la transformacién de I3 en A7

Tenemos
1 22100 2210 0
AL;) = | 0 48010 | ™ 48010
101001 023101
1221 0 2 2 1 0 0
PUY g 1 2 0 174 0 | TS 1 2 0 1/4 0
0231 0 1 00 -1 1 —1/2 1
0 -2 1 —1/2 0 10 -2 1 —-1/2 0
F2l?) 1 2 0 1/4 o | PGV 1 2 0 1/4 o0
00 -1 1 —1/2 1 01 -1 1/2 -1
100 —1 1/2 —2 100 -1 1/2 -2
o112 0 14 0 | 5 oo 2 34 2
001 -1 1/2 —1 001 -1 1/2 -1
112 -2
Por lo tanto, A~ = 2 -3/4 2
112 -1

Definicién 14 Sea A € M+, (IK). Se dice que A es una matriz Escalonada Reducida

por Filas (ERF), si y sélo si, se satisface las tres condiciones siguientes:

(14.1)  El primer elemento no cero en cada fila no nula es 1, y la columna en

que éste aparece es columna de la matriz identidad I,,,.
(14.2)  Las filas nulas, si las hay, se ubican en los iltimos lugares.

(14.3)  Si los unos con que comienzan las filas no nulas estan en las posiciones

(1,¢1),...,(r, c.), entonces ¢ < -+ < ;.
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0 1 3 -1
Ejemplo15 Sea A= 0 0 1 0 |.;Es A equivalente por filas a una matriz
0 -1 0 1

ERF?

Solucién. Notese que A no es escalonada reducida por filas. Sin embargo,

0 1 3 —1 013 —1 013 —1
0010 | ™ Jloot1 o | ™ loo1 0
0 -1 0 1 003 0 000 0
010 —1
P 0001 0
000 0

Luego, A es equivalente por filas a la siguiente matriz ERF:

010 -1
001 0
000 O

Observaciéon 16 Sea A € M,,(IK) una matriz ERF.
(16.1) A es triangular superior.
(16.2)  Si A no tiene filas nulas, entonces A = I,,.

Teorema 17 Toda matriz A € M,,,«,(IK) es equivalente por filas a una inica matriz
ERF.

Demostracion. Demostremos en primer lugar que A es equivalente por filas a una
matriz ERF. Esta demostracién la haremos por inducciéon en m. Sim = 1, el resultado
es evidente. Sea A € M, «,(IK) y supongamos que el resultado es valido para matrices

con m — 1 filas (m > 1).

0 A12

Si la primera columna de A es nula, entonces A =
O Ay

), donde Alg €

Mixn-1)(IK) y A2z € M(m—1)x(n—1)(IK).
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Aplicando la hipétesis de induccion a la matriz Ass, se tiene que Ayy es equivalente

por filas a una matriz Fs ERF. Luego, A es equivalente por filas a la matriz

0 A
B= .
O Ep
Si la primera columna de A no es nula, entonces A es equivalente por filas a una

1 A

matriz de la forma
Agy

) , con Ay € M-y (K) y Azz € M(m—1)x(n—1)(IK).

Aplicamos nuevamente la hipdtesis de induccién para obtener que Ay es equiva-

lente por filas a una matriz Fs ERF. Asi, A es equivalente por filas a la matriz

1 A
C = 2
O Ay

Como B y C son matrices equivalentes por filas a una matriz ERF, entonces A

también lo es. Demostremos ahora la unicidad. Sea E € M,,x,(IK) una matriz ERF

y denotemos por Ei,...,, E,, las correspondientes filas de E. Luego,
Ey
E= :
Em
Sea W =< Fjy,...,, E, > el subespacio vectorial de M, (IK) generado por las
filas de E. Supongamos que E no es la matriz nula. Luego, existen k(1),...,k(r) € N

tales que 1 < k(1) < -+ < k(r) < n y para todo ¢ € {1,...,r}, la k(i)—ésima
columna de E es la t—ésima columna de la matriz identidad I,, donde r es el niimero

de filas no nulas de E. Notese que

(17.1)  siv = (vy,...,v,) € W es tal que vy, = 0 para todo 7 € {1,...,7},

entonces v = (0,...,0).
Sea F' = (Fjj;1 <i<m,1 <j<n)€ Myx,(K) otra matriz ERF tal que F' es

equivalente por filas a E. Luego, existe P = (P;;;1 <i <m,1 < j <n) € Mpx,(K)
invertible tal que £ = PF.
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Sean Fy,...,F,, y Pi,..., P, las correspondientes filas de F'y P. Entonces,

Ey P F
E p— . p— .
E,, P, F
Asi,paratodoi € {1,...,7}, E; = BF ="  PyFy. LuegoW =< I, ..., , Fp, >,

y como las filas no nulas de F, y también las de F', son linealmente independientes,

W =< Fy,...,,E, >y entonces, F también tiene r filas no nulas.

Sean k'(1),...,k'(r) € N tales que 1 < k(1) < --- < k/(r) < n y para todo
i € {l,...,r}, la K'(i)—ésima columna de F' es la i—ésima columna de la matriz

identidad I,.. Se tiene,

B = Y PiFy
= (Xhes PiFler, -, 2200 PirFin)
= (0,..., Z;cnzl Pt Fleniy, - - - 72?:1 Py Fin)
= > Pi(0, .o Friiys - - Fin).

De aqui se obtiene que k(i) < k(i) para todo i € {1,...,r}. Andlogamente, k(i) <
k(i). Por lo tanto, para todo ¢ € {1,...,7}, k(i) = k'(i). Por lo tanto, £ — F es
una matriz cuyas filas pertenecen a W y las columnas correspondientes a los lugares
k(1),...,k(r) son nulas. Sigue entonces de (17.1) que E = F. Si F es la matriz nula,
entonces es evidente que F no puede ser equivalente a una matriz no nula ERF. Esto

concluye la demostracion. n
Notacién 18 Sean A € M, (IK) v f : M1 (IK) — M, 1 (IK) tal que f(z) = Az.
Anotaremos mediante R(A) el recorrido de f, es decir, R(A) = {Az : © € M,,»1(IK)}.

Proposicién 19 Para cada A € M,xn(IK), R(A) es el subespacio vectorial de
M «1(IK) generado por las columnas de A.

|

Demostracion. Sean Aq, ..., A, las columnas de Ay = = : € M1 (IK).
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Iy
Luego, Ax = (A;... A,) : =214 + -+ x,4,. Por lo tanto, R(A) es el
Tn
subespacio vectorial de M,,«1(IK) generado por las columnas de A. Esto concluye la

demostracién. n

Definicién 20 Sea A € M,,x,(IK). El rango de A se define como la dimensién de
R(A). Anotaremos el rango de A como Rg(A).

Observacion 21 Si E € M,,,x,(IK) es una matriz ERF, entonces el nimero de filas
no nulas de E, coincide con el nimero de columnas de E que son columnas de la

matriz identidad I,,,. En consecuencia, Rg(E) es el numero de filas no nulas de E.
010 -1

Ejemplo22 Sea E=| 0 0 1 0 |[.Calcular Rg(F).
000 O

Solucién. Notamos que E' es una matriz ERF con 2 filas no nulas y por supuesto, con
2 columnas de la matriz identidad I3. Por lo tanto, Rg(E) = 2. En este caso, R(A) es

1 0
generado por las columnas | 0 |y | 1
0 0

Proposicién 23 Sean A, B € M,,»,(IK) dos matrices equivalentes por filas. Enton-
ces, Rg(A) = Rg(B).

Demostracién. Por (9.1), existe P € M,,(IK) tal que PA = B. Sean A;,..., A, las

columnas de Ay By,..., B, las columnas de B. Luego,
(23.1) (PA;...PA,) = (B;...B,).

Supongamos por el momento que B es una matriz ERF. Sean r = Rg(B) y
B;,,...,DB;, las columnas de B que son columnas de la matriz identidad I,,,. Demos-
tremos que {4;,,...,A4;. } es un conjunto de vectores linealmente independientes que
ademéds genera R(A). Sean aq,...,a, € K tales que a1 A;; + -+ + o, A;, = O. Mul-
tiplicando ambos miembros de esta igualdad por la matriz P y teniendo en cuenta

(23.1), obtenemos a1 By, + -+ + . B;, = O.
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Por lo tanto, @y = - -+ = a,, = 0, y en consecuencia, {A;,,...,A; } es un conjunto
de vectores linealmente independiente. Sea x € R(A). Luego, existen fi,...,[3, € K
tales que x = (1 A1 + - - + 0, A,. Multiplicando esta igualdad por P obtenemos que
Pz € R(B) y en consecuencia existen as, ..., q, € IK tales que Px = oy By, + -+ +

a,B;,. Tenemos asi que

xr = Clqp_le'l + -+ OZTP_IBZ'T = alAil + -+ OérAi,«'

Por lo tanto, {A;,,...,A; } genera R(A).

Hemos demostrado asi que Rg(A) = Rg(B) en el caso que B es una matriz ERF.
Si este no es el caso, entonces B es equivalente por filas a una matriz ERF E y en
consecuencia, Rg(B) = Rg(FE). Como A es equivalente por filas a B, entonces también
A es equivalente por filas a E. Luego, Rg(A) = Rg(FE) y por lo tanto, Rg(A) = Rg(B),

concluyendo la demostracion. ]

Corolario 24 SeaA € M, (IK). Luego, A es invertible, si y sélo si, Rg(A4) = n.

0 1 3 -1
Ejemplo25 SeaA=| 0 0 1 0 . Calcular Rg(A).
0 -1 0 1

Solucién. En el Ejemplo 15, demostramos que esta matriz A es equivalente por filas
a la matriz E del Ejemplo 22. Por lo tanto, Rg(A) = Rg(F) = 2.

Ejercicios propuestos

1. Sean A € M,(K) y B,C € M, (IK). Demuestre que si (A B) es equivalente por
filas a (I,C) entonces C' = A™'B.

2. Si A es equivalente a B realizando las operaciones elementales Fy(2), F3(—1),
021<—2), 031(1), 041(—2), FQ(—l), F32(2), 032<2) y 042(4), encuentre P € Mg(R) y
Q € M4(R) tal que B = PAQ, con A € M3z,4(R).

1 -2 -1 10
1 0 O
R ta: P 2 -1 0 Q oo b
espuesta: P = | —2 — vy Q=
0 0 1 0
-5 =21
0 0 0 1
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3. Calcule p,q € R de modo que las matrices A = ( ) ) . ) y
1. . p .0 .
B = ) L e May6(R) sean equivalentes por filas.
Co.q .

Respuesta: p=—1y qg= —2.

4. Encuentre la matriz escalonada reducida por filas equivalente a la matriz

1 231 3
3 2117
A=
02411
1 1114
10 -1 0 2
0 1 0 —1
Respuesta: E =
0 0 1 3
00 0 0 O
1 2 0 0 2 3 —-11
58S%an B=|11 1 -1 1 |lyB=]10 4 -3 0
2 -1 2 1 1 -2 3 0
Demuestre que B y C' son equivalentes por filas.
4 x 3 2
6. Determine si existen x,y € R de modo que las matrices -1 0 16 y
-1 0 0 3
10 1 vy
5 2 —1 | sean equivalentes por filas. Justifique.
0 -1 3

Respuesta: No existen.
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. Encuentre A7!.

7.Sea A =

el
S = W O
= s O O
w o O O

1/3 0 0 0
~-1/9  1/3 0 0
1/36 —1/12 1/4 0
~1/108 1/36 —1/12 1/3

Respuesta:A™! =

8. Sea A € M,,(IK). Demuestre que A es invertible, si y sélo si, Rg(A) = n.

-5 -1 -1
9. Sea A = 0 -1 O
2 0 1

(9.1) Demuestre que A es invertible y calcule A™!.
(9.2) Exprese A como producto de matrices elementales.

Respuestas:
-5 -1 -1
(9.1) Al== 0O -1 0
2 0 1

(9.2) A= Fi3(1/2)F3(3/2) Fya(—1) F51(=5) F1(2) Fo(—1) Fus.

a 01
10. Sea A = 1 b a
-1 1 1

Determine las condiciones sobre a y b en R para que la matriz A tenga (si es

posible)
(10.1) Rango 1. (10.2) Rango 2. (10.3) Rango 1. (10.4) Inversa.
Respuestas:

(10.1)  No existen a y b.
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(102) b—a+1=06a=—1.
(103) a#—-1lyb—a+1#0.

(104) a#—-1yb—a+1#0.

4. Sistemas de ecuaciones

Definicién 1 Un sistema lineal de ecuaciones es una ecuacion de la forma
(1.1) Az =1b, donde A € M,xn(K) vy b € M1 (IK).
Denotaremos por S(A,b) el conjunto de soluciones de (1.1); es decir,
(1.2)  S(A4,0) ={r € Ms1(K) : Az = b}.

Si b = O, entonces se dice que S(A,O) es el conjunto solucién de la ecuacién

homogénea.
Se verifica facilmente que S(A, O) es un subespacio vectorial de M,y (IK).

Teorema2 Sean A € M,,,(K), b € M,,,«1(IK) y z, € S(A,b). Entonces, z €
S(A,b), siy sélo si, existe x, € S(A,O) tal que x = x, + xp,.

Demostracién. Si z;, € S(A,O), entonces es claro que x, + x, € S(A,b). Recipro-
camente, si z € S(A,b), entonces x — x, € S(A,0O) (;Por qué?). Es decir, existe

xp € S(A,O) tal que x = x, + xp,, lo cual concluye la demostracion. "

Observaciones 3 Sean A, A € Mipxn(IK) y bb € M1 (IK). Supongamos ademds

que las matrices particionadas (Ab) y (KZ) son equivalentes por filas. Luego, existe
P € M,,(KK) tal que P(Ab) = (Ab). Es decir, (PA Pb) = (Ab) y entonces

(31) PA=AyPb=b.

Debido a que P es invertible, las soluciones de PAx = Pb son las mismas que
las soluciones de Ax = b. Sigue entonces de (3.1) que los sistemas Az = by Az =1
tienen las mismas soluciones. Por lo tanto, en vez de resolver Ax = b, transformamos
mediante operaciones por fila la matriz (Ab) en una matriz (gg) con una expresion

mas sencilla (por ejemplo que sea ERF). Luego, resolvemos el sistema Az =b.
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Ejercicio4 Determinar el conjunto solucién del siguiente sistema lineal de ecuacio-

nes:
3r1 4+ 219 — 223 + x4 — Ty =
—2$1 — 21‘2 + 3$4 = 0|
Ty — 23 4+ 4dxy — x5 =

Determinar ademas el conjunto de soluciones de la ecuacién homogénea y una

base de este subespacio.

Solucién. Este sistema puede expresarse como Ax = b, donde

3 2 =21 -1 1
A= -2 -2 0 3 0 |yb=|0
1 0 -2 4 -1 1
Ahora bien,
3 2 =21 —-11 3 2 =2 1 —-11
(Ab) = -2 -2 0 3 0 0 Fas(2) 0 -2 —4 11 -2 2
1 0 -2 4 -1 1 1 0 -2 4 —-11
2 4 —11 2 =2 02 4 —-11 2 =2
Fi3(—3) Fai (1)
— 0 -2 —4 11 -2 2 — 00 O 0 0 O

—_
]
|
N}
=~
|
—_
—
—_
=)
|
N}
e~
|
—_
—_

10 -2 4 -1 1 10 -2 4 -1 1

Zloo o0 0o 0o o= lo2 4 —11 2 -2
02 4 —11 2 -2 00 0 0 0 0
10 -2 4 -1 1

BUD g1 2 S112 1 41
000 0 0 0

Luego, el sistema es equivalente a

T — 2]33 + 4.734 — Iy = 1

.172—}-21'3—%1’4—}-1’5:—1'
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Por lo tanto el conjunto solucion del sistema es

x

S = € M5><1(R) :

()= () () ()

1 2 —4 1
-1 -2 11/2 -1
T = + x3 1 + x4 0 + 5 )
0 1
0 0 0
donde x3, x4, x5 € R.
1
—1
Notamos ademas que z, = 0 es una solucién particular del sistema y que
0
0
toda solucién de la ecuacion homogénea tiene la forma
2 —4 1
-2 11/2 -1
(42) zp=z3] 1 + x4 0 + s ;
1 0
0 1

con x3, x4, r5 € R.

Por lo tanto, (4.2) expresa lo senalado en el Teorema 2, a saber, que toda solucién

del sistema se representa como suma de una solucién particular méas una solucién de
la ecuacién homogénea.
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De (4.2) se tiene que los vectores

2 —4 1
—2 11/2 ~1
1 ; 0 y

0 1

0 0

generan el espacio de soluciones de la ecuacion homogénea. Ademas, se verifica facil-

mente que estos vectores son linealmente independientes. Por lo tanto,

( 3\

2 —4 1
—2 11/2 ~1
1 |.] o |.|] o
0 1 0
0 0 1

\ Vs

es una base del espacio de soluciones de la ecuacién homogénea.

Observaciones 5 Sean A € M,,,«,(IK), b € M,,«1(IK) y consideremos el sistema

lineal de ecuaciones Az = b.
(5.1)  El sistema posee solucién, si y sélo si, b € R(A).

(5.2)  Supongamos que (Ab) es equivalente por filas a (;ﬁ) y que esta tltima
matriz es ERF de rango r. Luego, al resolver el sistema Ar = g, se tendra r incognitas

expresadas en funcion de las n — r restantes, las cuales llamaremos variables libres.

Por lo tanto, si (x;...x,)" es solucién del sistema original, existen r incégnitas

Ziy, ..., X, que se expresan en funcién de n — r variables libres.

Teorema 6 Sean A € M.y, (IK), b € M,,»1(IK) y consideremos el sistema lineal de

ecuaciones Ax = b.
(6.1)  El sistema posee solucion, si y sélo si, Rg(A) = Rg(Ab).
(6.2) Si Rg(A) = Rg(Ab) < n, entonces el sistema posee infinitas soluciones.
(6.3) Si Rg(A) = Rg(Ab) = n, entonces el sistema posee una tinica solucion.

Demostracién. Por (5.1) el sistema posee solucidn, si y sélo si, b € R(A), lo cual a

su vez es equivalente a que R(A) = R(AD). Luego, si existe solucién para el sistema,
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entonces Rg(A) = Rg(Ab). Reciprocamente, como R(A) C R(AD), entonces la con-
diciéon Rg(A) = Rg(Ab) implica que R(A) = R(Ab) y por lo tanto, el sistema tiene

solucién. Esto prueba (6.1).

Supongamos que Rg(A) = Rg(Ab). Por Teorema 2, toda solucién del sistema es
de la forma x = z,+x), con x, € S(A, O). Por lo tanto, bajo el supuesto que Rg(A) =
Rg(Ab) (existe solucién), el sistema posee una tnica solucién, si y sélo si, S(A,0) =

{O}, lo cual significa que la solucién no tiene variables libres y en consecuencia,

Rg(A) = n. Esto prueba (6.2) y (6.3), y ademas concluye la demostracion. L
103 —4

Ejemplo7 Sea A= 0 0 1 2
104 -2

t

(7.1) Para b= ( 00 1 ) , determinar si Az = b posee solucion.

(7.2) (Existe b € Mj341(R) tal que Az = b posee una unica solucién?
t

(73) Sib= ( 11 2 ) , calcular S(A,b).

Solucién.

t
(7.1)  Tenemos que Rg(A) =2 ysib = ( 00 1 ) , entonces Rg(Ab) = 3

({Por qué?). Por (6.1) se tiene entonces que

X

1 03 —4
€2

001 2 =10
X3

1 0 4 -2 1
Xyq

no tiene solucion.

(7.2)  La respuesta es negativa, pues Rg(A) < 4. M&s aun, no existen A €
Misa(R) y b € Msy1(R) tales que Az = b posea solucién unica. Esto es porque en

este caso Rg(A) = 3, y para que exista solucién tnica se debe tener Rg(A) = 4.
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(7.3) Nétese que

03 —4 1
(Ab)=1001 2 1
0 4 =2 2
es equivalente por filas a la matriz
10 0 —10 -2
001 2 1 ,
000 O 0

la cual es una matriz ERF de rango 2. Luego, Rg(A) = Rg(Ab) =2 < 4 y por (6.2)

el sistema tiene infinitas soluciones.

El sistema

X
1 03 —4 1

T2
001 2 =11

I3
1 0 4 =2 2

Ty

es equivalente entonces al siguiente:

1 —10zy = -2
T3 + 2{1}4 = 1

t
Luego, ( T, Ty Ty Ty > es solucion del sistema original, si y sélo si,

T -2 10
= + 2y .
XT3 1 -2
En este caso las variables libres son x5 y x4, aun cuando x5 no aparece explicitamente

en esta ultima igualdad.

La solucion general tiene la forma

i) 0 1 0
= + T2 + 24

X3 1 0 —2

Ty 0 0 1
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Por lo tanto,

T T —2 0 10

T T 0 1 0
S(A,b) = P lemMuam®) | 77| = + 2 + 2

XT3 I3 1 0 —2

x4 T4 0 0 1

T 0 10
i) 1 0
= X9 + x4
T3 0 —2
Ty 0 1
0 10
1 0 . . .,
y que o | ) es una base del espacio de soluciones de la ecuacion
0 1
homogénea.
Ejercicios propuestos
2 1 1 1
1. Sea A = 2 3 4 |.Resuelva el sistema AX = 3X, donde X = | x4
-1 -1 =2 x3
T T —2
Respuesta: S = 2o | EMsa(R): | 2o | =t =3 |,t€eR
T3 Z3 1
2. Resuelva el sistema siguiente:
T1
10 -1 0 5 T 0
01 2 3 1 x3 | =
4 2 1 0 -1 X4

Ts
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Respuesta:
( 1 T 6 18 )
X To —15 —47
S = x5 | E Msa(R) 1 | 23 | =24 6 + T35 23
Ty Ty 1 0
L\ T5 Ts 0 )

3. Encuentre el conjunto solucién y determine una solucion particular del siguiente

sistema de ecuaciones:

r1 + a9 + 3 + 14 = 0
T = X9+ 1 ‘
Respuesta:
T
o)
S = € My (R) :
T3
Ty
T 0 1
i) —1 1 0
= + s +t ,$,teR Yy
xs3 1 —2 —1
Ty 0 0 1
0
., . -1
una solucién particular es )
0

4. Considere el sistema siguiente:

T + X9 — I3 =

42714-;52—2%3:3‘

(4.1)  Encuentre el conjunto de soluciones del sistema homogéneo asociado.
(4.2)  Determine el conjunto de soluciones del sistema.

Respuesta:



Z1 I 1
(4.1) z9 | EMsaa(R): | 2o | =t 2 |, t€R
L x3 T3 3
)
X1 T 1 1
(4.2) 2o | EMa iR : | 2o [ =] 1 |+t 2 | . teR
L €3 T3 1 3

5. Encuentre condiciones sobre A € R para que el sistema

)\.1'1 + X + x3 = 1
o + )\.TQ + I3 = A
T —|— ) —|— )\Ig = /\2

(5.1) tenga solucion. (5.2)  tenga solucién tnica.

(5.3) tenga infinitas soluciones. (5.4) no tenga soluciones.
Respuestas:

(5.1) \#2. (5.2) A£Ly\#2.

(5.3) A=L (54) A= -2

6. Encuentre condiciones sobre a, b, c € R para que el sistema

1 2 —1 1
X1

3 2 1 4
) ==

5 6 —1 c
€3

6 4 a b

(6.1) o tenga solucién.

(6.2) tenga unica solucidn.

(6.3)  tenga infinitas soluciones y encuentre el conjunto de soluciones.
Respuestas:

(6.1) c#66(a=2yb#8).

(6.2) c=6ya#2.
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I T 3/2 —1
S == i) S ngl(R) . ) == —1/4 + T3 1
xs3 T3 0 1

5. Determinante de una matriz

Definicién 1 Sea det : M,,(IK) — IK una funcién tal que
(1.1)  det(AB) = det(A) det(B) (A, B € M, (K)).
(1.2)  det(Ei(a)) = a, (o € K).

Esta funcién det se conoce como determinante, y si A € M,,(IK), el determinante

de A es el valor det(A), el cual también se denota por |A].
Teorema?2 Sean (i,j) € J, X J, y a € IK. Entonces,

21 [E(@)|=a,  (22) |[Fyla=1 vy (23) |Eyl=-1
Demostracion.

(2.1) Nétese que E;(«o) = By By (o) Ey,. Luego, por (1.1),

Ei(a) = |Eyul||Ei(a)]|Eyl
= |L||Fi(«) pues I, = EY;
1By ()] pues I, = Ey(1)
- « por (1.2).

(2.2)  Sia =0, entonces Fj;() =1, y luego |Fj;(a)| = 1.

Supongamos entonces que « # 0. Luego, Fj;j(a) = E;(a 1) Fi;j(1)E;(a). Por con-
siguiente, sigue de (1.1) y (2.1) que |Fj;(«)| = |F;;(1)|. Demostremos entonces que
|Fi;j(1)] = 1. Tenemos que F;(1)* = F;;(2) y |Fi;(2)| = |F;;(1)|. Esto implica que
|Fi(1)]> = |F;;(1)] v luego, |Fj;(1)| =1 6 |F;;(1)] = 0. Descartamos este tltimo caso
pues Fj;(1) = I,,. Por lo tanto, |Fj;(a)| = 1.

Queda como ejercicio la demostraciéon de (2.3). "
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Observaciéon 3 Sean A, B € M, (IK). Si B se obtiene de A mediante una operacion
elemental, entonces por (1.1), el determinante de B es el producto del determinante

de A por el determinante de la matriz elemental correspondiente.
Las propiedades siguientes son consecuencia del teorema precedente:

(3.1) Si B se obtiene de A, al dividir una fila (o columna) de A por «, entonces

1A| = a|B|.

(3.2) Si B se obtiene de A, al sumar a la fila i de A la fila j multiplicada por

«, entonces |A| = |B|.

(3.3)  Si B se obtiene de A, intercambiando dos filas o dos columnas, entonces

A= —|B].

1 2 3
Ejemplo4 Calcular [A|siA=| —1 2 0
0 41

Solucién. Tenemos que

1 2 1 2 3
0 4 =det| 0 4 3
0 4 1 0 4 0 0 -2

1 2 3
Al = det| —1 2 0 | =det
1
0
0

= —2det(B(4)) = —8.

Teorema 5 Sea A € M, (IK). Entonces las tres proposiciones siguientes son equiva-

lentes:

Demostracion. Por Corolario 24 en Seccién 3, tenemos que (5.1) es equivalente a (5.2).
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Ademsds, A es equivalente por filas a una matriz ERF que denotamos por E. Luego,
existe P € M,,(IK) invertible tal que PA = E.

Si Rg(A) = n, entonces por Observacién (16.2) en Seccion 3, se tiene que F = I,n

y entonces |P||A| = 1, lo cual implica (5.3).

Como P es producto de matrices elementales invertibles, entonces |P| # 0. De

modo que si asumimos |A| # 0, entonces |E| # 0 y asi, £ no tiene filas nulas. Por lo

tanto, Rg(A) = Rg(F) = n, lo cual concluye la demostracién. L
1 2 3

Ejemplo 6 Sea A como en Ejemplo 4; esdecir, A= —1 2 0 |./Es Ainvertible?
0

Respuesta: Si. Por Ejemplo 4, |A| = =8 # 0, y por Teorema 5, A es invertible.
Observaciones 7 Sea A € M,,(IK).

(7.1) Si A = Diag(\,...,\,) es una matriz diagonal con valores Aj,..., A\,

en la diagonal, entonces A = F1(\y) -+ E,(\,) y por lo tanto, |A| = Ay -+ A,..

(72) Si A= (a;;1<i<n,1<j<n)esuna matriz triangular superior o
inferior, entonces A es equivalente por filas y columnas a la matriz Diag(ay, . . ., an,)
y en la transformacion sélo intervienen matrices elementales del tipo Fj;(a) y Fij(a),

cuyos determinantes son 1. Por lo tanto, |A| = a1 - - - app.

(7.3)  Si A tiene una fila o columna nula, entonces |A| = 0. Esto ocurre debido

a que en este caso, Rg(A) < n.
Ejercicios propuestos

1. Calcule el determinante de cada una de las matrices siguientes:

2 0 0 1 00 2 i 7
(1.1) 0 v3 0 (1.2) 1/2 —i 0 |.(1.3) 0 0 0
0 0 i -1 0 = V2 3 —1

Respuestas:  (1.1)  2iv/3. (1.2) —i. (1.3) 0.

2. Mediante el uso de matrices elementales, calcule el determinante de las matrices

siguientes:
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1 1 1 5 —1 -1
21) |2 =2 1 |.22 |0 -1 o0
1 1 -1 2 0 1
Respuestas:  (2.1) 8. (2.2) 3.

3. Calcule el determinante de C' en funcién de z y a, donde

T+« x x x

x T+ « T x
C =

X x r + « X

T x T T+«

Respuesta: o®(4x + «).

4. Calcule el determinante de la matriz siguiente:

r+1 22—-1 22+2 0
1 r—1 Y Y
r 2’ —x 5 5
1 1—2z Y y+t

Respuesta: 4(x? — 1)(5 — zy).

1 a1
5.Sea A= | 2 1 b |. Establecer condiciones sobre a,b € R para que A sea una
1 21

matriz invertible.

Respuesta: a # 2 y b # 2.

1 a a?
6.Sea A=\ 1 b b* |.Demuestre que A es invertible, siy sélosi, b#a, c#ay
1 ¢ ¢

c#b.

7. Demuestre que si NV es nilpotente entonces N no es invertible.
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8. Sea A € M,,(IK) tal que A>+1, — A = 0. Demuestre que A es invertible y encuentre
AL

Respuesta: A~ =1, — A.

6. Expansién de Laplace

Teoremal Sean A;,..., A, € M, x 1(K) y A = (4,). Supongamos ademds que
A=Ay + Ap,donde i € J,, v A, Aip € M, x 1(IK). Entonces,

(11) det(A) = det(Al, PN 7Ai—17Ai17 PN ,An)+det(A1, PN ,Az‘_l,Az‘27 PN ,An)

Demostraciéon. Por la Observacién (3.3) de la seccién precedente, asumiremos sin

pérdida de generalidad que ¢ = 1. Dividamos la demostracién en dos casos.
Caso 1. A, ..., A, son linealmente dependientes.

En este caso, el rango de cada una de las tres matrices involucradas en (1.e)s menor
que n. Luego, sigue del Teorema 5 de la seccién precedente que el determinante de

cada una de estas tres matrices es cero.

Caso 2. A,, ..., A, son linealmente independientes. En esta situacion, existe & €
M1 (IK) tal que {&, A2,..., An} es una base de Mn x 1(IK) y entonces, existen
a, o, ..., q, € K tal que

All = Oéé‘+042142+ +OénAn

Luego,

<A117A2,...,An) = (Oé£+062142+"'+OénAn7A2,...,An)
= Fnl(Oén) ce F31(a3)(a§, Ay, ... ,An)Cu(OQ) T Cm(oén)-

y entonces,
(12) det(AH,Ag,...,An) :Oédet(f,Ag,...,An).
Anélogamente,

(13) det(Alg,AQ,...,An) :Bdet(ﬁ,Ag,...,An),
donde A5 = B + + 042+ -+ + (,A,, con B, s, ..., 0, € K.
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Como
A=A+ A= (a+B)E+ (aa+ o) As+ - - + (o + Bn) An,

se tiene también que
(1.4)  det(A;, Asy ..., An) = (a+ B) det(&, Aa,y ..., Ap).
Por lo tanto, de (1.2), (1.3), y (1.4), se obtiene (1.1). Esto completa la demostra-

cion. .

Definiciones 2 Sea A € M,,(IK) tal que A = (a;;;1 <i <n,1 <j <mn).Se define
el menor de a;; como la submatriz de A en M,,_1(IK) que se obtiene eliminando en

la matriz A, la fila ¢ y la columna j. Denotaremos el menor de a;; mediante M,;;(A).
El cofactor de a;; es el valor definido por cof;;(A) = (—1)"7|Mij(A)|.

1 2 3
Ejemplo3 Sea A= | 1 0 —1 |[. Calcular My3(A), Mas(A), cofi3(A) y cofaa(A).
0

10 13
Solucién. Se tiene que Mi3(A) = ( - ) y Mgy (A) = < - ) .

10 1 3
Ademéds, cof3(A) = det ( 01 > =1y cofy(A) = det ( - ) =0

1
Lema4 Sea B € M, (IK) una matriz de la forma B = ¢ :
O My (B)

Entonces, det(B) = det(M;1(B)).

Demostracién. Sean FEj,..., F; matrices elementales tales que Ej--- E, = My (B).

Sea C' = ( L © )
O Mll(B)

Luego,

1) o (1 0 1 0\ (10
' \o E--E 0 E, A
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1 0O
Como para cada i € J,, Eiy ) son matrices elementales del mismo

7

tipo, entonces sus determinantes son iguales. Se tiene ademds que B es equivalente
por columnas a C'y det(B) = det(C'). Luego, por (4.1)

det(B) = det(1 O)~~<1 O)
O E; O E;

= det(E)---det(Ey)
det(Ey - - - Ey)
= det(M;1(B)).

Por lo tanto, la demostracion esta completa. ]
El teorema siguiente se conoce como Expansion de Laplace.
Teorema5 Sea A € M, (IK) tal que A = (a;;;1 <i<mn,1<j<n). Entonces
(5.1)  det(A) =37 ajjcof;;(A) para todo j € J,.
(5.2)  det(A) = > 7 ascofi;(A) para todo i € J,.

Demostraciéon. Sean A, ..., A, las columnas de A. Luego, por Observacién (3.3) en

Seccién 5, se tiene

det(A) = (—1)j_1 det(Aj, Al, N 7Aj_1, Aj+1, SN 7An)-

Denotando por ey, ..., e, los vectores de la base candnica en M,,1(IK), se tiene

que para cada j € J,, Aj = ajje; + -+ + apjey,, y entonces por Teorema 1,

det(A) = (—1)j_1 Z Qi det(ei, A17 N 7Aj—17 Aj+1, c. ,An)

=1

Pero, intercambiando filas se tiene

- 1 a(i,j)
det(e;, Ay, ..., A1, A, ..., Ay) = (—=1) T det ,
e (OMH(B)>

donde a(i, j) € Mixn-1)(IK) es la fila i de A sin la j—ésima componente. Luego, por

Lema 4
det(ei, A1, . ,Aj_l, Aj-i-lv . ,An) = (—1)i_1 det(MU(A))
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Por lo tanto,
det(A) = >0 ai(—1)*772det(M;;(A))
= Yo a(—1)" det(M;;(A))
= > iy ajcofy;(A),

lo cual demuestra (5.1) y de manera andloga se prueba (5.2). L
1 -1 0 2
. 1
Ejemplo6 Sea A = . Calcular |A|.
-1 3 4
0 1 -2
Solucién. Aplicando (5.2), se tiene
1 -1 1 -1 0
det(A) = 1-(=1)det| -1 0 0 [+ (=2)-1det| 1 0
-1 3 —1 4
-1 2 -1 0 —1
= det —2)[1-(—1)det +1(—1) det
<3 )()[()<34>()(_13>]
= -7+ (-2)4-2]
= —11.

Definicién 7 Sea A € M,,(IK). La matriz adjunta de A es la matriz Adj(A) definida

por
(7.1)  Adj(A)(i, 5) = cofji(A), (i,5) € Ju X Jp.

Observacién 8 La adjunta de una matriz A € M,,(IK) es la traspuesta de la matriz

formada por los cofactores de las componentes de A.

1 3 -2
Ejemplo9 Sea A= | —1 0 1 |[. Calcular Adj(A).
3 2 0

Solucién. La traspuesta de la matriz adjunta de A es
-2 3 -2

Adj(A) =] -4 6 7

3 1 3



48 Figueroa y Fierro

Por lo tanto,

—2 —4 3
Adj(A)=| 3 6 1
—2 3

Teorema 10 Sea A € M, (IK). Entonces,
(10.1)  A-Adj(A) = Adj(A) - A = det(A) - L,,.

Demostracién. Sea A - Adj(A) = (¢;551 < i < n,1 < j < n). Calculemos en primer

lugar las componentes de la diagonal de esta matriz. Tenemos que para i € J,,,

Cii = i A(i, k)cof i (A) = det(A).

Esto prueba que los elementos de la diagonal de A - Adj(A) son iguales a det(A).
Ahora bien, si i # j entonces, ¢;; = Y o, A(i, k)cof jp(A) = |A], donde A es la matriz
que se obtiene de A, reeplazando la fila j por la fila ¢ de la matriz A. Luego |11| =0,
pues A tiene dos filas iguales. Esto prueba que A.Adj(A) = det(A)L,, y de manera
andloga se demuestra que Adj(A) - A = det(A)L,. L

Corolario 11 Sea A € M, (IK). Si |A| # 0, entonces A es invertible y ademas

(1L1) A7 = L Adj(A).

Ejemplo 12 Sea A la matriz del Ejemplo 9. Calcular |A| y A~
1

Solucién. Tenemos que A = | —1
3

—2

, v los céalculos realizados en Ejemplo 9,

N O W

1
0

—2 -4 3
(12.1) Adj(A)=] 3 6 1 |[.
—2 3

Por (10.1), |A| puede obtenerse mutiplicando la fila ¢ de A por la columna i de
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Adj(A) (cualquier i € {1,2,3}), por ejemplo

-2
|A|:<1 3 —2) 3 | =11
-2
Ahora bien, por (11.1) y (12.1) se tiene
-2 —4 3
R I R
11
—2 3

Teorema 13 (Regla de Cramér.) Sean A € M, (K) invertible y b € M, (IK).
X
Entonces, el sistema Ax = b posee una unica solucién : dada para cada i € J,

Tn
por

(13.1)  z; = det(A*?)/ det(A), donde A™® es la matriz que se obtiene de A, al

reemplazar la columna ¢ de A por la columna b.

Demostracién. Claramente, x = A~'b es la tinica solucién del sistema. Este hecho y
(11.1) implican que x = |7}|Adj(A)b.

Luego, para cada i € J,,,

no= YL Ad(A)G )b,
= 47 2o brcofyi(A™).

= ﬁ det(AM?).

Esto concluye la demostracion. ]
Ejemplo 14 Resolver el sistema siguiente:

$1—$2+$3:1
l’1+$2—l’3:1.

$1+$2+ZE3:5
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1 -1 1
Solucién. Notemos que la matriz de coeficientes del sistemaes A= 1 1 -1
1 1 1

y que det(A) = 4.

1 -1 1
Luego, por la Regla de Cramer se tiene xlzidet 1 1 -1 1,
1 1 1
11 1 1 -1 1
zp=7zdet| 1 1 —1 [yaz=det;|[ 1 1 —1
1 5 1 1 1 5

Por lo tanto, xy =1, 20 =2y 23 = 2.
Ejercicios propuestos

1. Sean A, B € M, (KK) tales que A y B difieren sélo en la j—ésima columna. De-
muestre que 2'7"|A + B| = |A| + |B].

2. Sea A € M,,(IK). Demuestre que |A| = |A*| y si A es invertible, calcule |[A7!|.
Respuesta: |[A7' = |A|7L.

3. Sea A € M,,(IK) ortogonal. Demuestre que |A| =1 6 bien |A| = —1.
4. Sea A € M3(IK) tal que |A| = 2. Encuentre el valor de la expresién 1| A"+ 2| A7 |+
S AP+ 4[5 A].

Respuesta: 4.

5. Sea B € M, (C). Demuestre que si B es antisimétrica y n es impar entonces
|B| = 0.

6. Sea A € M,,(R) invertible y U € M, (R) tal que U'AU = A.
(6.1) Demuestre que U es invertible.
(6.2)  (Es U" invertible? Justifique.

(6.3)  Si U es invertible, encuentre [(U*)7!].



o1

Respuestas:  (6.1)  Si. (6.2) 16 —1.

7. Sea A € M, (IK). Demuestre que
(7.1) si A no es invertible entonces A - Adj(A) =0,y
(72)  |Adj(A)| = A"

8. Sea A € M,(IK)y B = (Adj(A))". Demuestre que si para algin entero positivo m

se tiene A™ =1, entonces B™ = 1,,.
2 -2 0
9.5iAdj(A)=| -6 9 —1 | yl|Al=2, calcule A.
8 —12 2
3 2 1
Respuesta: A= 2 2 1
0 4 3
E 0 0
10. Sea A € M3(R) definidapor A=| —1 k 3
1 3 k

(10.1)  Determine los valores de k € R de modo que A sea invertible.
(10.2)  Encuentre la inversa, si existe, para k =1y k = 3.

Respuestas:
(10.1) ke R\{0,3,-3}.
1 0 0
(10.2) Sik =1 entonces A es invertibley A™' = | —1/2 —1/8 3/8 y
/2 3/8 —-1/8
si k = 3, A no es invertible.
11. Para el sistema siguiente:
(m+ 1)z, + To + T3 = a
) + (m+1Dz, + T3 = b/,
el + To + (m+1lzz3 = ¢
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calcule los valores de m € R de modo que el sistema tenga solucién tunica.

Respuesta: m € R\ {0, —3}.

12. Considere el sistema siguiente:

al — T2 + 21’3 =
ar; + 9y — x3 = 0
201 + 19 — x3 = -—1

Determine si existen valores de a € R de modo que el sistema tenga infinitas

soluciones.

Respuesta: No existe.

13. Dado el sistema siguiente:

(13.1)

(13.2)

solucion.

(13.3)

mr; + T2 + T3 = 1
+ mxe + T3 = —1]

+ (m+3)z3 = —1

mxi

mr; + T2

Calcule el determinate de la matriz asociada al sistema.

Encuentre los valores de m € R para los cuales el sistema no tiene

Encuentre los valores de m € R para los cuales el sistema tiene infinitas

soluciones. Determine la forma general de las soluciones.

(13.4)

Encuentre los valores de m € R para los cuales el sistema tiene solucion

Unica y exprese la solucion en términos de m.

Respuestas:

(13.1)

(13.2)

m(m —1)(m + 2).

m=1ym=—-2.
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(13.3) m=0y

£ X 0 1
S = ) € M3><1(R) : X9 = 2 + 2 0
I3 T3 -1 0
(13.4) mER\{O,l,—2},x1:#‘ESL+2)7x2:m—_721yx3:m—_+22.

14. Considere el sistema

ary, + brys + x3 = 1
T + CLbZI}Q + 3 = b
rr 4+ bry + ary = 1

(14.1)  Calcule el determinante de la matriz asociada al sistema.

(14.2)  Determine condiciones sobre a y b en R para que el sistema tenga

solucion tnica y calcule la solucion.

(14.3)  Encuentre condiciones sobre a y b en R para que el sistema tenga

infinitas soluciones y determine el conjunto de soluciones.

(14.4)  Encuentre los valores de a y b en R para los cuales el sistema no tiene

solucion.
Respuestas:
(14.1)  bla —1)*(a +2).
(14.2) b#O,a;ﬁlya#—Q,xl:%,@:%y%:
a—b

(a—1)(a+2)"

(14.3) a=1,b=1y



54 Figueroa y Fierro

I T 0 1
S = Ty | EMga(R): | zg | = —1/2 | +23| —1/2
T3 T3 0 1



