Soluciones Guia N°1
1) Primero debemos tener en consideracion las siguientes propiedades:

(AB)! = B1A! (AB)t = BIA!
(At)t =A (A—l)fl =A
Luego:

(ATxT)—l _ (XTA—l)—l + (X—lAT)T =1,
(XT)—I(AT)—I _ (A—l)—l(xT)—l + (AT)T(X—I)T =1,
(XT)fl(AT)fl _ A(xT)fl + A(Xfl)T _ |2
(XDEADT-AXHT+AXDT = 2
(XDHAD™ =1,

Pero A es regular, luego AT también lo es

(XT)fl — AT

XT = (AT)—l

12 11 -1 1
De donde A = , AT = . (AT) L =
11 2 1 2 -1

Asi XT = (AT)1

-1 1 -1 2
XT = Por lo tanto, X =
2 -1 1 -1

2) Anélogamente a lo anterior, realicemos arreglos algebraicos segun la base de las
propiedades matriciales

(BTCT)T + (x—lc—l)—l — (Ac—l)—l —CBT

(CT)T(BT)T + (C—l)—l(x—l)—l — (C—l)—l(A)—l —CBT

CB+CX=CAl-CBT

C[B+X] = C[A1-BT] Pero se sabe que C es regular, luego 3!C* € M3(IR)
CC[B+X] =CIC[A1-BT]

B+X=A1-BT Ademas, se sabe que B es antisimétrica, es decir, B = -BT
BT+X=A1_BT
X =A"1
-5 -1 -1 -5 5 -3
De donde, A = 0 -1 0 | entonces Al = 0 -1 0
2 0 1 $ -4 3
_1 1 _1
3 3 3
Asi X = 0 -1 0
2 _2 5
3 3 3

3) Verdadero o falso.
a) Verdadero
Porversi (A+B) = (A+B)T
Por propiedades se tiene que (A +B)T = AT + BT
Pero A'y B son simétricas, es decir, A= ATy B = B'. Luego
(A+B)T=AT+BT=A+B
Porlotanto (A+B) = (A+B)T
b) Falso.
Toda matriz de orden n tal que det(A) + 0O tiene inversa.



. 5 2
Contraejemplo: Sea A = 10 4 tal que A € M2 (IR)

donde( > 2>w<5 2)
10 4 00
Luego A es singular
c¢) Verdadero.
Analogamente, det(A) = 8 — 2
En particular, sia = 2, det(A) = 4. Luego, A es regular.
En general, A es invertible Vo € IR — {4}
d) Verdadero.
Por teorema se tiene que
Aesregular= A - Ip lo cual es equivalente a [(p =>0q) < (7= ‘p)]
A » Inh = Aessingular
Pero A- B AA » In
Luego, por simetria y transitividad B » I
Por lo tanto, B es singular.

e) Falso
1 -1 1 1-11 111
2 11 [a@| o0 -13 [fmCD] o0 -1 3
1 12 112 00 1
1 -1 1 10 -2
LCD| 0 1 -3 [fM] 0 1 -3
00 1 00 1
10 0 100
fs2)| 01 -3 [fs@®| 01 0
00 1 001

Luego, como la ERF no tiene filas nulas se tiene que Rg(A) = 3
f) Falso

1
A(2B) = 2(AB) :2( 123 )2 5 |=@2
2

g) Verdadero
Por los datos entregados tenemos que:

Al_(l 2) (AB)1_<24>
21 5 3

y se desprende que: A =

Luego:



2 4
o Bt = A
1 2
1 2 2 0
B! = 2 4 503 o B1= L g
53 T -3 T3
1 9
_ 2
14 7
h) Falso

Esto ocurre ssi las matrices conmutan, luego

(A+B)%? = (A+B)(A+B) multiplicando matriz a matriz, nos queda
(A+B)? = A2+ AB + BA + B2
4.a) A es invertible ssi det(A) # 0. Luego

1 11
11 21 2 1
201 1|=1- —(-1)- +1
12 1 2 1 -1
1 -1 2
=1.-2+1)+1.(-4-4)+1-2-1)=3-5+1=-1
Por lo tanto, A es invertible.
1 11100 ’;B’ 1-11 100
] 2 1 1 010 . 0-13 2 10
fa1(~1)
1 12001 001 -101
’f(\l)’ 10 -2 -1-10 /1‘_(\2)/ 100 -3 -12
f2(1) 01 -3 -2 -10 f13(3) 010 5 -13
o 001 101 )°% 001 -1 0 1
3 -1 2
Por lo tanto A1 = -5 -1 3
1 0 1
c)
100 10
| 010 [fa@| 21 = E«n(2)
001 00
100 100
ii) 010 |fa(-1)] 0 1 0 |=EaED
001 101



1 0 0

100
010 |f2(-1)] 0-10 = Ex(-1)
0 01 0

0 jflz(l) j
10 2
f13(2) 010 = E13(2)
001

= E1(1)

o O -

100 100
viy | 010 [@®| 013 |=Ez®
0 01 001
Asi, A1 = Ex(3) +E13(2) « E12(1) - Eza(-1) - Ea1(-1) - Ex(2) =
100 1 0 2 110 1 0 0
013 . 010 . 010 . 0 -10
001 001 001 0 0 1

100\ /100
010 || 210
101 \ 001

3 -1 2 )

= -5 -1 3

—101/

. cosa sina
5.a)SiA = ) entonces
—sina cosa

A2 _ cos’a—sin?a  2cosasina )
—2cosasina cos?a - sin?a
AS (cos?a —sin®a)cosa — 2cosasin®a  (cos?a — sina)sina + 2cos?asina )
—2cos?asina — (cos2a — sin®a)sina (cos?a — sin?a)cosa — 2cosasin?a
01 -1 01 -1 100
5b)A2=| 4 -3 4 4 -3 4 = 010 Por lo tanto, A es
3 -3 4 3 -3 4 001
involutiva
4 3 3 4 3 3 100
B2=| -1 0 -1 -1 0 -1 |=| 010 Por lo tanto, B es

4 -4 -3 4 -4 -3 001



involutiva

6)
2 -3 -5 2 -3 -5 2 -3 -5
A? = -1 4 5 1 4 5 = -1 4 5 Por lo tanto, A es
1 -3 -4 1 -3 -4 1 -3 -4
idempotente
100 2 -3 -5 -1 3 5
B=I-A=| 010 |-| -1 4 5 - 1 -3 -5
0 01 1 -3 4 -1 3 5
-1 3 5 -1 3 5 -1 3 5
B? = 1 -3 -5 1 3 -5 |= 1 -3 -5 Por lo tanto, B es
-1 3 5 -1 3 5 -1 3 5
idempotente
1 -3 -+ 3
7)SiA = se obtiene que Al = > > |, luego
2 -1 _2 1
5 5
1 3 _1 3
-1 _ TN-1 _ (ATV-1A-1 _ (A-1\TA-1 _ 5 5 5 5
B! =MAA)1=ANAT=AHTA? = R B
5 5 5 5
_1 2 _1 3 1 _1
_ 5 5 5 5 _ 5 5
a 3 1 _2 0+ /o 1 2
5 5 5 5 5 5

8) Sia A2 = A le aplicamos la funcién determinante, nos queda
A%] = |A] & [A]” = |A|
Sea |A| = a entonces, reemplazando
a’?=aeoa’-a=0ca@-1)=0ea=1va=0
Finalmente, de lo anterior, |[A|=1V |A|=0
9) a) [3A| =3"A|=3". 5 = =L

(Yaque, [cA| = c"|A| , donde n es el orden de A)

b) |A3| = |AP = (£)* = 2

©) 1(4B) = [$B7| = ("B = (P)"fr =+ &
210 5 4 3 4 3 -5
1003 5 4 [=2] - 0. -
2 -7 1 -7 1 2
1 2 -7
=2.(35-8)-1-(-21-4)=2.27-1.-25=179
11) Se sabe que At = ﬁadj (A)
T
cosa —sina 0 cosa sina O
de donde Adj(A) = sina cosa O = —sina cosa O
0 0 1 0 0 1

y det(A) = cos?a +sin’a = 1. Luego



cosa sina 0 cosa sina O

At =21 _sina cosa 0 |=| -sina cosa O

o 0 1 0O 0 1

12)
a) (A+B)? = A2 + 2AB + B?

TG
GIECE) GINER
(320G

7 16

Por lo tanto, para Ay B dadas, (A +B)? + A% + 2AB + B?
b) (A—B)2 = A2 — 2AB + B2

IR
(3G (
)G

-1 0
Por lo tanto, para Ay B dadas, (A —B)? + A% — 2AB + B?

2
2 3 2 3 10
13) A2-3A-1I; = -3 -
11 11 0 1
(79 6 9 10\ (00
3 4 3 3 0 1 0 0

Por lo tanto, A2—-3A—1, =0,

14)A-X-B=C
Como det(B) = 1 + 0, entonces B es regular.
Ademas, A = 1,

Luego A:X-B=C & X=CB!

2 -1
de donde B! = ( ) Luego
-1 1



11 2 -1 10
X=CB!oX= o X =
00 -1 1 00

15) Por ver que AB = BA

. cosa -sina cosb -sinb

i) . .
sina cosa sinb cosh
cosacosb —sinasinb —cosasinb —sinacosb
sinacosb + cosasinb cosacosb —sinasinb

i cosb —sinb cosa -sina
sinb cosb sina cosa

cosacosb —sinasinb —cosasinb —sinacosb )

sinacosb + cosasinb cosacosb — sinasinb
Por lo tanto AB = BA

16)

123 t 123 t 123 t
246 8 |fa-2)] 000 8-2t [fa(3)] 000 8—2t
369 12 369 12 000 12-3t

Luegosi 8—-2t=0 A 12-3t=0 <o t=4
Por lo tanto, sit = 4, Rg(A) =1
Ahora, si t + 4 entonces quiere decir que debemos seguir buscando la ERF

123 t 123 t )
000 8-2t |f(35)| 000 1
000 12-3t 000 12-3t
123t 1230<
fo(-12+3)] 00 0 1 |[fCH| 00 0 1
0000 oooo/

En conclusion:

Si t=4, Rg(A) =1

Si t+4, Rg(A) =2

17) AX—-B=X & AX—-X =B < (A—)X =B

1 2 10 7 =2
_ X = &
0 2 7 -2
X =
( 3 -2 ) 3 -1 )
-1

2 2

Donde la matriz 0 , es invertible, con 0
3 -2 3 -2

entonces:

N e
o wl



1 1 1
18)| log3 log 30 log 300
(log3)? (log30)? (log300)2
_1 log30 log 300 log3 log 300 1 log3 log30
(log30)? (log300)? (log3)? (log300)? (log3)? (log30)?

= [log30(log300)? — (log30)?1log300] — [log 3(log 300)2 — (log 3)? log 300]
+[log 3(log30)2 — (log 3)?log 30]

Pero por propiedades de logaritmo tenemos que:

log30 = log(3 - 10) = log3 + log10 = log3 +1

log300 = log(3 - 100) = log3 + log100 = log3 + 2

Luego

= [log30(log300)? — (log 30)2log300] — [log 3(log300)2 — (log3)? log 300]
+[log 3(log30)2 — (log 3)?log 30]

= (log3 +1)(log3 +2)2 — (log3 + 1)?(log 3 + 2) — log 3(log 3 + 2)?
+(log3)?(log3 + 2) + log3(log3 + 2)? — (log3)?(log 3 + 2)

= (log3 +1)(log3 + 2)? — (log3 + 1)?(log3 + 2)

= (log3+1)(log3+2)[(log3+2) — (log3 +1)]

= (log3+1)(log3 +2)

= (log3)? +3log3 + 2

19)La matriz inversa, obtenida mediante la adjunta, esta definida como:

-1 _ 1 .
A = LAdj(A)

2 4 3
Ahora, con A = 011 , Se tiene que:
2 2 -1
Al = -4 ]
-3 2 2 -3 10 1
Adj(A) = 10 -8 4 - 2 -8 -2
1 -2 2 -2 4 2
Asi, reemplazando:
-3 10 1 T 3 7
At=2Ll 2 8 -2 |=| -+ 2 <%
-2 4 2 + -1 -3
l1+a 1 1
20) 1 1+b 1
1 1 1+c
PR LI T I 1 1+b ‘
1 1+c 1 1+c 1 1




=1+a)f(l+b)(1+c)-1]-[1+c-1]+[1—-(1+Db)]
=Q+a)l+b)(l+c)-(1+a)—-c+[1-1-D]
l+a)(1+b)(1+c)-(1l+a)—-c-Db
(l+a)l+b+c+bc]-1-a-c-b
l+b+c+bc+a+ab+ac+abc-1-a-c-Db

abc +ab +ac + bc

abc(l+ ¢ +++ %)

=abc(l+5++ +3)

1 ab+c \— [/ 1 a b+c
f21(-1)

22)| 1 b a+c 0 b-a a-b
f31(-1)
1 c a+b 0 c-a a-c
1 a b+c
b-a a-b
0 b-a a-b | =1
c—a a-c¢
0 c—a a-c

=(b-a)@a-c)-(c-a)y@a-h)
=(b-a)la-c)-(b—-a)(a-c)=0

1 a b+c
Porlotanto | 1 b a+c | =0
1 c a+b
1 1 1 1
23) 2 -1 2
x 1 3 4
x 1 -7 3
-1 1 2 2
=1 1 3 4 |-1-|x
1 -7 3 X =7 3
2 -1 2 2 -1 1
+1.] x 4 -1l x 1 3
x 1 x 1 -7
-1 1 2 2 2
de donde: 1 3 4 |=-56 X 4
1 -7 3 X =7 3
2 -1 2 2 -1 1
X 1 4 |=-2-X X 1 3
x 1 3 X 7

Asi, nos queda:
—56 — (74 -19%x) + (—2—x) — (-20-10x) = 0
56 -74+19x-2-x+20+10x =0

= 74 — 19x

= —20-10x



28X—112:O<:>28X:112<:>X:12—182c>X=4

mm mm m m m m
24) mc c ¢ |fa(-1) | 0 c—m c—-m c—-m
mc b b |fa-1)| 0 c-mb-mb-m
m c b a m c b a
m m m m
cC—-m c—-m c—m
—| 0 c—-m c—m c—m
fa1(-1) =m{ c-m b-m b-m
O c—-m b-m b-m
c—-m b-m a-m
O c—-m b-m a-m
‘f (“‘1) C—m c—-m c—m b b
— -c b-c
21 m 0 b-c b-c |=m(c-m)
fa1(-1) b-c a-c
0 b-c a-c

m(c-m)[(b-c)(@-c) - (b-c)*] =m(c-m)(b-c)[(a-c)-(b-c)]
m(c-m)(b-c)la—-c—-b+c] =m(c—-m)(b-c)(a-h)
m(m—c)(b—-a)(b-c)

2 a b5
27) | 4 a2 13 | cona = 3, luego
8 a® 35
2 3 fp(-2) 2 3 5 3 3
4 9 - 03 3 |= ~2[3.15-3.15] =0
f31(—4) 15 15
8 27 35 0 15 15
1 1 1 ~f r 111 .
— a
)| 1 1+a 1 |2 0ao0|=1 — ab
fa1(-1) 0b
1 1 1+b 00D




